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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА ИССЛЕДОВАНИЯ 

 

Актуальность темы диссертации. Математическим описанием 

широкого класса задач теории упругости, теплофизики, математической 

биологии служат обратные и нелокальные краевые задачи для 

дифференциальных уравнений в частных производных. Отдельный интерес 

представляют собой класс нелокальных краевых и обратных задач для 

дифференциальных уравнений в частных производных, которые приводят к 

исследованию интегральных уравнений Вольтерра первого рода.  

Теория интегральных уравнений Вольтерра первого рода, их численное 

решение как с гладкими ядрами, так и с ядрами, содержащими различные 

особенности, к настоящему времени достаточно полно развита в случаях, 

когда ядро K(x,t) на диагонали не обращается в ноль ни в одной точке 

заданного отрезка или ядро на диагонали тождественный ноль, а производная 

по x на диагонали не обращается в ноль ни в одной точке заданного отрезка. 

При нарушении данных условий одним из эффективных методов являются 

методы регуляризации.  

Развитие теории регуляриации некорректных задач были начаты А.Н. 

Тихоновым, В.К. Ивановым, М.М. Лаврентьевым и получили дальнейшее 

развитие в работах В.А. Морозова, В.П. Танана, А.Г. Ягола, А.В. 

Бакушинского и других ученых. Большой вклад в теорию регуляриации 

интегральных уравнений Вольтерра первого рода внесли М.М. Лаврентьев, 

М.И. Иманалиев, В.О. Сергеев, А.М. Денисов, А.Л. Бухгейм, А. Асанов, Я. 

Янно, Н.А. Магницкий, Т.Д. Омуров и другие математики.  

В.О. Сергеев разработал метод регуляризации интегральных уравнений 

Вольтерра первого рода с ядром K(x,t), которое обращается в нуль на 

диагонали вместе со своими производными по 𝑥  до порядка 𝑛 − 1 

включительно, а производное порядка 𝑛 на диагонали равно единице. А.М. 

Денисов исследовал задачи приближенного решения интегрального 

уравнения Вольтерра первого рода методом регуляризации в случае неточно 

заданной правой части. Н.А. Магницкий рассматривал случай, когда ядро 

линейных интегральных уравнений Вольтерра первого рода на диагонали 

имеет нули конечного порядка в концах заданного интервала. Янно Я. изучил 

класс интегральных уравнений Вольтерра первого рода, возникающих в 

теории обратных задач для наследственной среды, предложен сохраняющий 

вольтерровость метод регуляризации. А.Асанов исследовал интегральные 

уравнения Вольтерра первого рода с суммируемым по t ядром K(x,t), которое 

на диагонали может обращаться в нуль в заданном интервале конечное или 

счетное число раз. Построено регуляризованное решение в пространстве 

непрерывных функций и в пространстве суммируемых функций. Вопросы 

регуляризации интегральных уравнений Вольтерра первого рода с правой 

частью, отличной от нуля в начальной точке отрезка интегрирования, т.е. при 

нарушении необходимого условия существования непрерывного решения 

изучены М.И. Иманалиевым, Т.Д. Омуровым. 



 
 

 Численные методы решения интегральных уравнений Вольтерра 

первого рода исследованы в работах А.С. Апарцина, М.В.Булатова, С.М. 

Белоцерковского и И.К. Лифанова, Тен Мен Ян, H.Brunner, P. Linz и др.  

 Вместе с тем, еще не исследованы вопросы регуляризации, 

единственности решения в пространстве непрерывных функций и численные 

методы решения интегральных уравнений Вольтерра первого рода с 

непрерывным ядром, имеющим нули на диагонали. При этом их 

многочисленное прикладное значение показывает актуальность исследования 

данных проблем.  

Цель и задачи исследования. Исследование вопросов регуляризации 

и условий единственности решения интегральных уравнений Вольтерра 

первого рода, системы интегральных уравнений Вольтерра первого рода, 

разработка и обоснование методов численного решения интегральных 

уравнений Вольтерра первого рода.  

Методы исследования. Основными методами являются метод 

регуляризации, метод последовательных приближений, метод квадратурных 

формул, элементы функционального и математического анализа. 

Научная новизна работы.  

- разработан и обоснован метод регуляризации и установлены условия 

единственности решения интегральных уравнений Вольтерра первого рода; 

- обоснован метод регуляризации системы интегральных уравнений 

Вольтерра первого рода; 

- разработан и обоснован метод численного решения интегральных 

уравнений Вольтерра первого рода на основе регуляризованных уравнений; 

- построен регуляризирующий оператор для интегральных уравнений 

Вольтерра первого рода с двумя независимыми переменными, доказана 

равномерная сходимость регуляризованного решения к точному решению. 

Теоретическая и практическая ценность. Результаты диссертации 

носят в основном теоретический характер и могут быть применены для 

решения нелокальных краевых и обратных задач для дифференциальных 

уравнений в частных производных, для численного решения интегральных 

уравнений Вольтерра первого рода, возникающих в теории упругости, 

гидрофизике, механике. 

Личный вклад соискателя. В совместных работах постановка задач 

принадлежат научному руководителю, разработка и обоснование методов, 

доказательство теорем и научные выводы принадлежат соискателю.  

Апробация результатов исследований. Основные результаты работы 

докладывались и обсуждались на научных конференциях: 

- XLIV Международной научно-практической конференции 

«Естественные и математические науки в современном мире», Новосибирск, 

2016; 

- III Международная научно-практическая конференция «European 

Restarch», Пенза, 2016; 



 
 

- IV Международной научно-практической конференции.  «World and 

science: problems And innovations», Пенза, 2016; 

- International scientific-practical conference «Integration of the scientific 

community to the global challenges of our time», Sharm el-Sheikh, Arab Republic 

of Egypt, 2017; 

- II Борубаевские чтения, Бишкек, 2018. 

Публикации по теме диссертации. Основные результаты диссертации 

опубликованы в 11 научных статьях [1]-[11], в том числе в журналах 

Кыргызской Республики – 5 (Ринц), в зарубежных журналах – 6, (2 Ринц, 1 

WoSc) из них. В совместных работах постановка задач принадлежит 

научному руководителю, полученные основные результаты и оценки – 

соискателю. 

Связь темы диссертации с основными научно-исследовательскими 

работами, проводимыми научными учреждениями. Исследование по теме 

диссертации проводилось в рамках утвержденной тематики «Приближенные 

методы решения интегральных уравнений» кафедры информационных 

технологий и программирования КНУ им. Ж. Баласагына. 

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из списка 

используемых обозначений, введения, пяти глав, заключения, выводов и 

списка использованных источников 76 наименований. Объем диссертации 

составляет 135 страницы.  

 

КРАТКОЕ СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ 

В первой главе приводится краткий обзор работ по теме 

диссертации и рассмотрены постановки обратных и нелокальных краевых 

задач для дифференциальных уравнений в частных производных, при 

исследовании которых возникают интегральные уравнения Вольтерра 

первого рода.  

Во второй главе приведены объекты и предметы исследования, 

основные методы исследования, используемые в диссертации. 
Третья глава посвящена исследованию вопросов регуляризации и 

условий единственности решения интегральных уравнений Вольтерра 

первого рода с гладкими известными данными и ядром, которое вырождается 

в начальной точке диагонали. Полученные результаты обобщены для 

интегральных уравнений Вольтерра первого рода с двумя независимыми 

переменными. 

В § 3.1  рассматриваются линейные интегральные уравнения Вольтерра 

первого рода 

∫ 𝐾(𝑥, 𝑡)𝑢(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

0

= 𝑔(𝑥),                                                (1) 

где для заданных функций  𝑔(𝑥)  и  𝐾(𝑥, 𝑡)  выполняются условия: 

I)  𝐾(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶1,0(𝐷), 𝐷 = {(𝑥, 𝑡)/0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏}, 𝑔(𝑥) ∈ 𝐶1 [0, 𝑏];  



 
 

II) 𝑘(𝑥) = 𝐾(𝑥, 𝑥)| 𝑥=0 = 0, 0 < 𝑘(𝑥) ∀𝑥 ∈ (0, 𝑏], 𝑘(𝑥) − неубывающая  

функция, 𝑔(𝑖)(0) = 0, 𝑖 = 0,1;   
III) 𝐺(𝑥) ≥ 𝑑1 > 0,  𝐺(𝑥) = 𝐿(𝑥, 𝑥) + 𝐶1𝑔(𝑥), 𝐿(𝑥, 𝑡) = 𝐶2𝐾(𝑥, 𝑡) + 𝐾𝑥(𝑥, 𝑡),   

0 < 𝐶1, 𝐶2, 𝑑1 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. 
  Действуя оператором 𝐶2𝐼 + 𝐷 + 𝐶1𝑇,  где I – тождественный оператор, 

D – оператор дифференцирования по х, T - оператор  Вольтерра вида 

(𝑇𝑣)(𝑥) = ∫ 𝑢(𝑡)𝑣(𝑡)𝑑𝑡,

𝑥

0

 

из уравнения (1) получено интегральное уравнение Вольтерра третьего рода 

𝑘(𝑥)𝑢(𝑥) + ∫ 𝐺(𝑡)𝑢(𝑡)𝑑𝑡 = − ∫[𝐿(𝑥, 𝑡) − 𝐿(𝑡, 𝑡)]𝑢(𝑡)𝑑𝑡 +

𝑥

0

𝑥

0

 

+𝐶1 ∫ 𝑢(𝑡)𝑑𝑡 ∫ 𝐾(𝑠, 𝑡)𝑢(𝑠)𝑑𝑠 + 𝑓(𝑥),

𝑥

𝑡

𝑥

0

                                           (2) 

где    𝑓(𝑥) = 𝐶2𝑔(𝑥) + 𝑔′(𝑥). 

Регуляризация уравнения (2) построено в виде 

(𝜀 + 𝑘(𝑥))𝑢𝜀(𝑥) + ∫ 𝐺(𝑡)

𝑥

0

𝑢𝜀(𝑡)𝑑𝑡 = − ∫[𝐿(𝑥, 𝑡) − 𝐿(𝑡, 𝑡)]

𝑥

0

𝑢𝜀(𝑡)𝑑𝑡 + 

+𝐶1 ∫ 𝑢𝜀(𝑡)𝑑𝑡 ∫ 𝐾(𝑠, 𝑡)

𝑥

𝑡

𝑢𝜀(𝑠)𝑑𝑠 + ε𝑢(0) + 𝑓(𝑥),

𝑥

0

                                          (3) 

где 𝜀 малый параметр из интервала (0,1). 

Посредством резольвенты ядра (−
𝐺(𝑡)

𝜀+𝑘(𝑥)
)  уравнение (3) приводится к 

виду 

𝑢𝜀(𝑥) = −
1

𝜀 + 𝑘(𝑥)
∫ 𝑒𝑥𝑝 (− ∫

𝐺(𝑠)

𝜀 + 𝑘(𝑠)

𝑥

𝑡

𝑑𝑠)
𝐺(𝑡)

𝜀 + 𝑘(𝑡)
×

𝑥

0

 

× {∫[𝐿(𝑥, 𝑠) − 𝐿(𝑠, 𝑠)]𝑢𝜀(𝑠)𝑑𝑠

𝑥

0

− ∫[𝐿(𝑡, 𝑠)−𝐿(𝑠, 𝑠)]𝑢𝜀(𝑠)𝑑𝑠

𝑡

0

+ 𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥) + 

+𝐶1 ∫ 𝑢𝜀(𝑠)𝑑𝑠 ∫ 𝐾(𝜈, 𝑠)

𝑡

𝑠

𝑢𝜀(𝜈)𝑑𝜈 −

𝑡

0

𝐶1 ∫ 𝑢𝜀(𝑠)𝑑𝑠

𝑥

0

∫ 𝐾(𝜈, 𝑠)

𝑥

𝑠

𝑢𝜀(𝜈)𝑑𝜈} 𝑑𝑡 + 

+
1

𝜀 + 𝑘(𝑥)
𝑒𝑥𝑝 (− ∫

𝐺(𝑠)

𝜀 + 𝑘(𝑠)

𝑥

0

𝑑𝑠) {− ∫[𝐿(𝑥, 𝑡) − 𝐿(𝑡, 𝑡)]

𝑥

0

𝑢𝜀(𝑡)𝑑𝑡 + 



 
 

+𝐶1 ∫ 𝑢𝜀(𝑡)𝑑𝑡 ∫ 𝐾(𝑠, 𝑡)

𝑥

𝑡

𝑢𝜀(𝑠)𝑑𝑠 + ε𝑢(0) +

𝑥

0

𝑓(𝑥)}.                                              (4) 

Используя обозначения 

  𝑞1 = 𝑏[𝐿2 + 𝐶2𝐿1 + 2𝐶1𝑀𝑟](2 + 𝑒−1)𝑑1
−1

,    𝑀 = 𝑚𝑎𝑥
𝐷

|𝐾(𝑥, 𝑡)|,  |𝑢(𝑥)| ≤  𝑟, 

𝐿1 = 𝑚𝑎𝑥
𝐷

|𝐾𝑥(𝑥, 𝑡)|,  0 < 𝐿2 −  коэффициент Липшица функции 𝐾𝑥(𝑥, 𝑡)  по 

аргументу x, доказаны следующие теоремы. 

Теорема 1. Пусть выполняются условия I) - III),   𝑞1 < 1  и уравнение 

(1) имеет решение 𝑢(𝑥) ∈ 𝐶[0, 𝑏].  Тогда, при 𝜀 → 0,  решение уравнения (3) 

равномерно сходится к решению уравнения (1), причем  имеет место  оценка 

‖𝑢𝜀(𝑥) − 𝑢(𝑥)‖С[0,𝑏] ≤ (1 − 𝑞1)−1 (4(𝑑1𝑒)−1𝜀1−𝛽‖𝑢(𝑥)‖С[0,𝑏] + 𝜔𝑢(𝜀𝛽)) ,  

где   𝜔𝑢(𝜀𝛽) = 𝑠𝑢𝑝
|𝑥−𝑡|≤𝜀𝛽

|𝑢(𝑥) − 𝑢(𝑡)| ,        0 < 𝛽 < 1. 

Теорема 2. Пусть выполняются условия I) - III),  𝑞1 < 1 и уравнение (1) 

имеет решение 𝑢(𝑥)  ∈  C𝛾[0, 𝑏],      0 < 𝛾 ≤ 1.  Тогда,  при 𝜀 → 0  решение 

уравнения (4) равномерно сходится к решению уравнения (1), причем, имеет 

место оценка 

‖𝑢𝜀(𝑥) − 𝑢(𝑥)‖C[0,𝑏] ≤ (1 − 𝑞1)−1𝑀0𝜀𝛾,           

где  𝑀0 = 𝑑1
−𝛾

𝑀1(𝑑2𝑑4 + 𝑑3), 𝑑2 = ∫ 𝜏𝛾∞

0
𝑒−𝜏𝑑𝜏, 𝑑3 = 𝑠𝑢𝑝

𝜏≥0
(𝜏𝛾𝑒−𝜏), 

 𝑑4 = 𝑚𝑎𝑥
𝑥∈[0,𝑏]

|𝐺(𝑥)|. 

Следствие 1. При выполнении условий теоремы 1 решение уравнения 

(1) единственно в Ω(𝑢0,  𝑟0). 

Следствие 2. При выполнении условий теоремы 2 решение уравнения 

(1) единственно в  Ωγ(𝑢0,  𝑟0), 0 < 𝛾 ≤ 1.  

Здесь Ω(𝑢0,  𝑟0) = { 𝑢(𝑥) ∈ 𝐶[0, 𝑏]: |𝑢(𝑥) − 𝑢0| ≤ 𝑟0, 0 < 𝑢0,  𝑟0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡},  
Ω𝛾(𝑢0,  𝑟0) = {𝑢(𝑥) ∈ Ω[0, 𝑏]: |𝑢(𝑥) − 𝑢(𝑡)| ≤ 𝑀0|𝑥 − 𝑡|𝛾, 0 < 𝛾 ≤ 1}.  
 Замечание 1. Если 𝐺1(𝑥) = 𝐾(𝑥, 𝑥) + 𝐶2𝐾𝑥(𝑥, 𝑡) ≥ 𝑑1 > 0,  то 

утверждения следствий 1 и 2 справедливы, соответственно, для всего 

пространства С[0, 𝑏]  и  C𝛾[0, 𝑏], 0 < 𝛾 ≤ 1.  
 В § 3.2 рассмотрены нелинейные интегральные уравнения Вольтерра 

первого рода 

∫ 𝑁0(𝑥, 𝑡, 𝑢(𝑡))𝑑𝑡

𝑥

0

 = 𝑔(𝑥),                                          (5) 

где 𝑁0(𝑥, 𝑡, 𝑢(𝑡)) = 𝐾(𝑥, 𝑡)𝑢(𝑡) +  𝑁(𝑥, 𝑡, 𝑢(𝑡)).  Известные функции  𝐾(𝑥, 𝑡),

𝑔(𝑥)   подчиняются условиям I)-III), для функция 𝑁(𝑥, 𝑡, 𝑢(𝑡))  выполнятся 

условие: 



 
 

IV)  𝑁(𝑥, 𝑡, 𝑢) ∈ 𝐶1,0,1 (𝐷 × 𝑅1), 𝑀0(𝑥, 𝑡, 𝑢) ∈ 𝐶0,0,1 (𝐷 × 𝑅1),  𝑀0(𝑥, 𝑡, 𝑢) = 

= С2𝑁(𝑥, 𝑡, 𝑢) + 𝑁 𝑥(𝑥, 𝑡, 𝑢),  для  0 < 𝐿𝑁 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡,  𝑥 > 𝑡, (𝑥, 𝑠), (𝑡, 𝑠) ∈ 𝐷, 
(𝑥, 𝑠, 𝑢), (𝑥, 𝑠, 𝑤), (𝑡, 𝑠, 𝑤), (𝑡, 𝑠, 𝑢) ∈ 𝐷 × 𝑅1   имеет место неравенство 

 |𝑀0(𝑥, 𝑠, 𝑢) − 𝑀0(𝑥, 𝑠, 𝑤) − 𝑀0(𝑡, 𝑠, 𝑤) + 𝑀0(𝑡, 𝑠, 𝑢)| ≤ 𝐿𝑁(𝑥 − 𝑡)|𝑢 − 𝑤|. 
Действуя оператором 𝐶2𝐼 + 𝐷 + 𝐶1𝑇 , из (5) получим интегральное 

уравнение Вольтерра третьего рода  

𝑘(𝑥)𝑢(𝑥) + ∫ 𝐺(𝑡)𝑢(𝑡)𝑑𝑡 =

𝑥

0

∫ 𝑀(𝑥, 𝑡, 𝑢(𝑡))𝑑𝑡 +

𝑥

0

 

+𝐶1 ∫ 𝑢(𝑡)𝑑𝑡 ∫ 𝐾(𝑠, 𝑡)𝑢(𝑠)𝑑𝑠 + 𝐶1 ∫ ∫ 𝑁(𝑠, 𝑡, 𝑢(𝑡))𝑢(𝑠)𝑑𝑠 𝑑𝑡

𝑥

𝑡

𝑥

0

+ 𝑓(𝑥),

𝑥

𝑡

𝑥

0

   (6) 

где   𝑀(𝑥, 𝑡, 𝑢(𝑡)) = −𝑀0(𝑥, 𝑡, 𝑢(𝑡)) + (𝐿(𝑡, 𝑡) − 𝐿(𝑥, 𝑡))𝑢(𝑡),  
 𝑓(𝑥) = 𝐶2𝑔(𝑥) + 𝑔′(𝑥).  Регуляризация уравнения (6) построена в виде 

(𝜀 + k(𝑥))𝑢𝜀(𝑥) + ∫ 𝐺(𝑡)

𝑥

0

𝑢𝜀(𝑡)𝑑𝑡 = ∫ 𝑀(𝑥, 𝑡, 𝑢𝜀(𝑡))𝑑𝑡

𝑥

0

+ 𝐶1 ∫ 𝑢𝜀(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

0

× 

× ∫ 𝐾(𝑠, 𝑡)

𝑥

𝑡

𝑢𝜀(𝑠)𝑑𝑠 + 𝐶1 ∫ ∫ 𝑁(𝑠, 𝑡, 𝑢𝜀(𝑡))𝑢𝜀(𝑠)𝑑𝑠 𝑑𝑡

𝑥

𝑡

+ ε𝑢(0) + 𝑓(𝑥),   

𝑥

0

(7) 

где   𝜀 - малый параметр из интервала (0,1). 

Доказана равномерная сходимость, при 𝜀 → 0,  решения уравнения (7) к 

решению уравнения (6) с выводами оценки отклонения регуляризованного 

решения от точного. 

Пусть 𝑞 = 𝑞1 + 𝑞2, величина 𝑞1 –  определена в § 2.1 (см. теорему 1), 

𝑞2 = [𝑏(𝐿𝑁 + 𝐶1𝑀𝑁) + (𝐾𝑁 + 𝑏𝐶1(𝑀𝑁 + 𝑟𝐾𝑁))(1 + 𝑒−1)]𝑑1
−1,  

𝑀𝑁 = 𝑚𝑎𝑥
𝐷×𝑅1

|𝑁(𝑥, 𝑡, 𝑢𝜀(𝑡))|, 𝐾𝑁 = 𝑚𝑎𝑥
𝐷×𝑅1

|𝑀0𝑢(𝑥, 𝑡, 𝑢𝜀(𝑡))|. 

Теорема 3. Пусть выполняются условия I)-IV),  𝑞 < 1  и уравнение (5) 

имеет решение 𝑢(𝑥) ∈ 𝐶[0, 𝑏].  Тогда при 𝜀 → 0  решение уравнения (7) 

равномерно сходится к решению уравнения (5), при этом справедлива  

оценка  

‖𝑢𝜀(𝑥) − 𝑢(𝑥)‖С[0,𝑏] ≤ (1 − 𝑞)−1 (4(𝑑1𝑒)−1𝜀1−𝛽‖𝑢(𝑥)‖С[0,𝑏] + 𝜔𝑢(𝜀𝛽)), 

где 𝜔𝑢(𝜀𝛽) = 𝑠𝑢𝑝
|𝑥−𝑡|≤𝜀𝛽

|𝑢(𝑥) − 𝑢(𝑡)| ,        0 < 𝛽 < 1. 

Следствие 3. При выполнении условий теоремы 3 решение уравнения 

(5) единственно в  Ω(𝑢0,  𝑟0). 

Теорема 4. Если выполняются условия I)-IV), 𝑞 < 1  и уравнение (5) 

имеет решение 𝑢(𝑥) ∈ С𝛾[0, 𝑏],    0 < 𝛾 ≤ 1,  то при 𝜀 → 0 решение уравнения 

(7) равномерно сходится к решению уравнения (5), при этом  

‖𝑢𝜀(𝑥) − 𝑢(𝑥)‖С[0,𝑏] ≤ (1 − 𝑞)−1𝑀2𝜀𝛾, 0 < 𝑀2 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.       

Следствие 4. При выполнении условий теоремы 4 решение уравнения 

(5) единственно в Ωγ(𝑢0,  𝑟0),    0 < 𝛾 ≤ 1. 

 Замечание 2. Если выполняется условие   𝐺1(𝑥) ≥ 𝑑1 > 0, где 



 
 

 𝐺1(𝑥) = 𝐾(𝑥, 𝑥) + 𝐶2𝐾𝑥(𝑥, 𝑡),   0 < 𝐶2, 𝑑1 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡  и 𝑀0(𝑥, 𝑥, 𝑢) = 0, 
𝑀0(𝑥, 𝑡, 0) = 0,  то для (5) и (7) при 𝐶1 = 0  имеют место все утверждения 

теорем 3, 4, а утверждения следствий 3 и 4 справедливы, соответственно, для 

всего пространства С[0, 𝑏]  и  C𝛾[0, 𝑏], 0 < 𝛾 ≤ 1.  
 В § 3.3 вышеполученные результаты обобщены для линейных 

интегральных уравнений Вольтерра первого рода с двумя независимыми 

переменными 

∫ 𝐾(𝑥, 𝑧, 𝑠)𝑢(𝑠, 𝑧)𝑑𝑠 +

𝑥

0

∫ ∫ 𝑄0(𝑥, 𝑧, 𝑠, 𝜏)𝑢(𝑠, 𝜏)𝑑𝜏𝑑𝑠

𝑧

0

𝑥

0

= 𝑔(𝑥, 𝑧),     (8) 

где известные функции   𝐾(𝑥, 𝑧, 𝑠), 𝑄0(𝑥, 𝑧, 𝑠, 𝜏), 𝑔(𝑥, 𝑧)  подчиняются 

условиям: 

V) 𝐾(𝑥, 𝑧, 𝑠) ∈ 𝐶1,0,0(𝐷0),  𝐷0 = {(𝑥, 𝑧, 𝑠)/0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏, 0 ≤ 𝑧 ≤ 𝑎},  

𝑔(𝑥, 𝑧) ∈ 𝐶1,0(𝐷), 𝐷 = [0, 𝑏] × [0, 𝑎], 𝑔(𝑖)(0, 𝑧) = 0, 𝑖 = 0.1, 𝑘(0, 𝑧) = 0, 
𝑘(𝑥, 𝑧) = 𝐾(𝑥, 𝑧, 𝑥) − неубывающая функция по 𝑥 в области 𝐷; 
𝑄0(𝑥, 𝑧, 𝑠, 𝜏) ∈ 𝐶1,0,0,0(𝐷1), 𝐷1 = {(𝑥, 𝑧, 𝑠, 𝜏)/ 0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏, 0 ≤ 𝜏 ≤ 𝑧 ≤ 𝑎}; 
𝐺(𝑥, 𝑧) ≥ 𝑑1,  𝐺(𝑥, 𝑧) = 𝐿(𝑥, 𝑧, 𝑥) + 𝐶1𝑔(𝑥, 𝑧),  0 < 𝐶1, 𝐶2, 𝑑1 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 
 𝐿(𝑥, 𝑧, 𝑠) = 𝐶2𝐾(𝑥, 𝑧, 𝑠) + 𝐾𝑥(𝑥, 𝑧, 𝑠). 

Как и выше, действуя оператором 𝐶2𝐼 + 𝐷 + 𝐶1𝑇  на уравнение (8). 

получено интегральное уравнение Вольтерра третьего рода 

𝑘(𝑥, 𝑧)𝑢(𝑥, 𝑧) + ∫ 𝐺(𝑠, 𝑧)𝑢(𝑠, 𝑧)𝑑𝑠 = ∫[𝐿(𝑠, 𝑧, 𝑠) − 𝐿(𝑥, 𝑧, 𝑠)]𝑢(𝑠, 𝑧)𝑑𝑠

𝑥

0

𝑥

0

+ 

+ ∫ ∫ 𝑄(𝑥, 𝑧, 𝑠, 𝜏)

𝑧

0

𝑥

0

𝑢(𝑠, 𝜏)𝑑𝜏𝑑𝑠 + 𝐶1 ∫ 𝑢(𝑠, 𝑧)𝑑𝑠 ∫ 𝐾(𝜈, 𝑧, 𝑠)𝑢(𝜈, 𝑧)𝑑𝜈

𝑥

𝑠

𝑥

0

+ 

+𝐶1 ∫ ∫ 𝑢(𝑠, 𝜏)𝑑𝜏𝑑𝑠 ∫ 𝑄0(𝜈, 𝑧, 𝑠, 𝜏)𝑢(𝜈, 𝑧)𝑑𝜈

𝑥

𝑠

𝑧

0

𝑥

0

+ 𝑓(𝑥, 𝑧),                                (9) 

𝑄(𝑥, 𝑧, 𝑠, 𝜏) = −𝐶2𝑄0(𝑥, 𝑧, 𝑠, 𝜏) − 𝑄0𝑥(𝑥, 𝑧, 𝑠, 𝜏),  𝑓(𝑥, 𝑧) =  𝐶2𝑔(𝑥, 𝑧) + 𝑔𝑥(𝑥, 𝑧). 
Рассматривая уравнение с малым параметром 𝜀 из интервала (0,1)   

(𝜀 + k(𝑥, 𝑧))𝑢𝜀(𝑥, 𝑧) + ∫ 𝐺(𝑠, 𝑧)

𝑥

0

𝑢𝜀(𝑠, 𝑧)𝑑𝑠 == ∫[𝐿(𝑠, 𝑧, 𝑠) − 𝐿(𝑥, 𝑧, 𝑠)]

𝑥

0

× 

× 𝑢𝜀(𝑠, 𝑧)𝑑𝑠 + ∫ ∫ 𝑄(𝑥, 𝑧, 𝑠, 𝜏)𝑢𝜀(𝑠, 𝜏)𝑑𝜏𝑑𝑠

𝑧

0

𝑥

0

+ 𝐶1 ∫ 𝑢𝜀(𝑠, 𝑧)𝑑𝑠 ×

𝑥

0

 

× ∫ 𝐾(𝜈, 𝑧, 𝑠)

𝑥

𝑠

𝑢𝜀(𝜈, 𝑧)𝑑𝜈 + 𝐶1 ∫ ∫ 𝑢𝜀(𝑠, 𝜏)𝑑𝜏𝑑𝑠

𝑧

0

𝑥

0

× ∫ 𝑄0(𝜈, 𝑧, 𝑠, 𝜏)𝑢𝜀(𝜈, 𝑧)𝑑𝜈 +

𝑥

𝑠

 

+𝜀𝑢(0, 𝑧) + 𝑓(𝑥, 𝑧).                                                                                                   (10) 

доказаны теоремы: 



 
 

Теорема 5. Пусть выполняются условие V), 𝑞 < 1  и уравнение (8) 

имеет решение 𝑢(𝑥, 𝑧) ∈ 𝐶(𝐷).  Тогда, при 𝜀 → 0,  решение уравнения (10) 

равномерно сходится к решению уравнения (8). При этом имеет место оценка 

‖𝑢𝜀(𝑥, 𝑧) − 𝑢(𝑥, 𝑧)‖𝐶(𝐷) ≤ (4(𝑑1𝑒)−1𝜀1−𝛽‖𝑢(𝑥, 𝑧)‖𝐶(𝐷) + 𝜔𝑢(𝜀𝛽)) /(1 − 𝑞). 

где      𝑞 = 𝑞1 + 𝑏(𝑞2 + 𝑞3𝑎), 𝑞3 = (𝐿𝑄 + 2𝑀𝑄1𝑟(1 + 𝑒−1)) 𝑑1
−1.  

𝑞1 = 2𝐶1𝑟𝑏(𝑎𝑀𝑄 + 𝑀𝐾)𝑑1
−1 + 𝑎𝑀𝑄1(1 + 𝑒−1)𝑑1

−1,  𝑀𝑄 = 𝑚𝑎𝑥
𝐷1

|𝑄(𝑥, 𝑧, 𝑠, 𝜏)|, 

𝑞2 = ((𝐿1 + 𝐶2𝐿2)(2 + 𝑒−1) + 2𝐶1𝑟𝑀𝐾(1 + 𝑒−1))𝑑1
−1,  𝑀𝐾 = 𝑚𝑎𝑥

𝐷
|𝐾(𝑥, 𝑧, 𝑠)| 

   0 < 𝐿2 = 𝐿𝑖𝑝(𝐾(𝑥, 𝑧, 𝑠)|𝑥),      0 < 𝐿1 = 𝐿𝑖𝑝(𝐾𝑥(𝑥, 𝑧, 𝑠)|𝑥), 
  0 < 𝐿𝑄 = 𝐿𝑖𝑝(𝑄(𝑥, 𝑧, 𝑠, 𝜏)|𝑥),  𝑀𝑄1 = 𝑚𝑎𝑥

𝐷1

|𝑄0(𝑥, 𝑧, 𝑠, 𝜏)|. 

Теорема 6. Пусть выполняются условия V), 𝑞 < 1   и уравнение (8) 

имеет решение 𝑢(𝑥, 𝑧) ∈ 𝐶𝛾(𝐷), 0 < 𝛾 ≤ 1.  Тогда при 𝜀 → 0  решение 

уравнения (10) равномерно сходится к решению уравнения (8), причем 

‖𝑢𝜀(𝑥, 𝑧) − 𝑢(𝑥, 𝑧)‖𝐶(𝐷) ≤ (1 − 𝑞)−1𝐶3𝜀𝛾, 0 < 𝐶3 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. 

Следствие 5. При выполнении условий теоремы 5 решение уравнения 

(8) единственно в  Ω(𝑢0,  𝑟0). 

Следствие 6. При выполнении условий теоремы 6 решение уравнения 

(8) единственно   в   Ωγ(𝑢0,  𝑟0),    0 < 𝛾 ≤ 1.  

В § 3.4 рассмотрены нелинейные интегральные уравнения Вольтерра 

первого рода с двумя независимыми переменными, построен 

регуляризирующий оператор, доказана равномерная сходимость 

регуляризованного решения к точному решению, установлены условия 

единственности решения в Ω(𝑢0,  𝑟0) и Ωγ(𝑢0,  𝑟0), 0 < 𝛾 ≤ 1. 

∫ 𝐾0(𝑥, 𝑧, 𝑠, 𝑢(𝑠, 𝑧))𝑑𝑠

𝑥

0

+ ∫ ∫ 𝑁(𝑥, 𝑧, 𝑠, 𝜏, 𝑢(𝑠, 𝜏))𝑑𝜏𝑑𝑠

𝑧

0

𝑥

0

= 𝑔(𝑥, 𝑧),         (11) 

где 𝐾0(𝑥, 𝑧, 𝑠, 𝑢(𝑠, 𝑧)) = 𝐾(𝑥, 𝑧, 𝑠)𝑢(𝑠, 𝑧) + 𝐾1(𝑥, 𝑧, 𝑠, 𝑢(𝑠, 𝑧)) и для заданных 

функций  𝐾(𝑥, 𝑧, 𝑠), 𝑔(𝑥, 𝑧)  выполняется условие V), а функции 

 𝑁(𝑥, 𝑧, 𝑠, 𝜏, 𝑢(𝑠, 𝜏)), 𝐾1(𝑥, 𝑧, 𝑠, 𝑢(𝑠, 𝑧)) подчиняются условию: 

VI) 𝑁(𝑥, 𝑧, 𝑠, 𝜏, 𝑢) ∈ 𝐶1,0,0,0,1(𝐷2), 𝑁  𝑥(𝑥, 𝑧, 𝑠, 𝜏, 𝑢) ∈ 𝐶0,0,0,0,1(𝐷2), 𝐷2 = 𝐷1 × 𝑅1, 
    𝐾1(𝑥, 𝑧, 𝑠, 𝑢) ∈ 𝐶1,0,0,1(𝐷2), 𝐷1 = {(𝑥, 𝑧, 𝑠, 𝜏)/ 0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏, 0 ≤ 𝜏 ≤ 𝑧 ≤ 𝑎} ; 
    |𝐾2(𝑥, 𝑧, 𝑠, 𝑢) − 𝐾2(𝑥, 𝑧, 𝑠, 𝜔) − 𝐾2(𝑦, 𝑧, 𝑠, 𝑢) + 𝐾2(𝑦, 𝑧, 𝑠, 𝜔)| ≤ 

    ≤ 𝐿𝐾1(𝑥 − 𝑦)|𝑢 − 𝜔|, 𝑦 ≤ 𝑥, (𝑥, 𝑦) ∈ [0, 𝑏], 0 < 𝐿K1 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 
    |𝑁1(𝑥, 𝑧, 𝑠, 𝜏, 𝑢) − 𝑁1(𝑥, 𝑧, 𝑠, 𝜏, 𝜔) − 𝑁1(𝑦, 𝑧, 𝑠, 𝜏, 𝑢) + 𝑁1(𝑦, 𝑧, 𝑠, 𝜏, 𝜔)| ≤ 

    ≤ 𝐿𝑁(𝑥 − 𝑦)|𝑢 − 𝜔|, 𝑦 < 𝑥, (𝑥, 𝑦) ∈ [0, 𝑏], 0 < 𝐿N = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 

    𝑁1(𝑥, 𝑧, 𝑠, 𝜏, 𝑢(𝑠, 𝜏)) = −𝐶2𝑁(𝑥, 𝑧, 𝑠, 𝜏, 𝑢(𝑠, 𝜏)) − 𝑁𝑥(𝑥, 𝑧, 𝑠, 𝜏, 𝑢(𝑠, 𝜏)), 

    𝐾2(𝑥, 𝑧, 𝑠, 𝑢(𝑠, 𝑧)) = −𝐶2𝐾1(𝑥, 𝑧, 𝑠, 𝑢(𝑠, 𝑧))−𝐾1𝑥(𝑥, 𝑧, 𝑠, 𝑢(𝑠, 𝑧)). 
Действуем оператором 𝐶2𝐼 + 𝐷 + 𝐶1𝑇  на уравнение (11). Тогда получим 

следующее уравнение  



 
 

𝑘(𝑥, 𝑧)𝑢(𝑥, 𝑧) + ∫ 𝐺(𝑠, 𝑧)𝑢(𝑠, 𝑧)𝑑𝑠 = ∫ 𝐾3(𝑥, 𝑧, 𝑠, 𝑢(𝑠, 𝑧))𝑑𝑠

𝑥

0

𝑥

0

+ 

+ ∫ ∫ 𝑁1(𝑥, 𝑧, 𝑠, 𝜏, 𝑢(𝑠, 𝜏))

𝑧

0

𝑥

0

𝑑𝜏𝑑𝑠 + 𝐶1 ∫ 𝑢(𝑠, 𝑧)𝑑𝑠 ∫ 𝐾0(𝜈, 𝑧, 𝑠, 𝑢(𝜈, 𝑧))𝑑𝜈

𝑥

𝑠

𝑥

0

+ 

+𝐶1 ∫ ∫ ∫ 𝑁(𝜈, 𝑧, 𝑠, 𝜏 , 𝑢(𝑠, 𝑧))

𝑥

𝑠

𝑢(𝜈, 𝜏)𝑑𝜈𝑑𝜏𝑑𝑠

𝑧

0

𝑥

0

+ 𝑓(𝑥, 𝑧),                     (12) 

где 𝑓(𝑥, 𝑧) =  𝐶2𝑔(𝑥, 𝑧) + 𝑔𝑥(𝑥, 𝑧), 

𝐾3(𝑥, 𝑧, 𝑠, 𝑢(𝑠, 𝑧)) = 𝐾2(𝑥, 𝑧, 𝑠, 𝑢(𝑠, 𝑧)) + [𝐿(𝑠, 𝑧, 𝑠) − 𝐿(𝑥, 𝑧, 𝑠)]𝑢(𝑠, 𝑧).   
Рассмотрим систему уравнений с малым параметром  𝜀 ∈ (0, 1)  вида 

(𝜀 + 𝑘(𝑥, 𝑧))𝑢𝜀(𝑥, 𝑧) + ∫ 𝐺(𝑠, 𝑧)

𝑥

0

𝑢𝜀(𝑠, 𝑧)𝑑𝑠 = ∫ 𝐾3(𝑥, 𝑧, 𝑠, 𝑢𝜀(𝑠, 𝑧))𝑑𝑠

𝑥

0

+ 

+ ∫ ∫ 𝑁1(𝑥, 𝑧, 𝑠, 𝜏, 𝑢𝜀(𝑠, 𝜏))𝑑𝜏𝑑𝑠

𝑧

0

𝑥

0

+ 𝐶1 ∫ 𝑢𝜀(𝑠, 𝑧)𝑑𝑠

𝑥

0

∫ 𝐾0(𝜈, 𝑧, 𝑠, 𝑢𝜀(𝜈, 𝑧))

𝑥

𝑠

𝑑𝜈 + 

+𝐶1 ∫ ∫ ∫ 𝑁(𝜈, 𝑧, 𝑠, 𝜏, 𝑢𝜀(𝑠, 𝜏))𝑢𝜀(𝜈, 𝑧)𝑑𝜈𝑑𝜏𝑑𝑠 +

𝑥

𝑠

𝑧

0

𝜀𝑢(0, 𝑧) + 𝑓(𝑥, 𝑧).          (13)

𝑥

0

 

Пусть  𝑞 = 𝑞1 + 𝑞2,  𝑞1 = (𝐿K1 + 𝑎𝐿𝑁)𝑏𝑑1
−1 + 𝐶1𝑎𝑏(𝑀𝑁1𝑟 + 𝑀𝑁)(2 + 𝑒−1)𝑑1

−1, 
𝑞2 = (𝑎𝑏(𝐶2𝑀𝑁1 + 𝐿𝑁2) + 2𝑎(𝐿1 + 𝐶2𝐿2)+𝐶2𝑀𝐾1 + 𝑀𝐾2)(1 + 𝑒−1)𝑑1

−1,  
 𝑀𝑁1 = 𝑚𝑎𝑥

𝐷2

|𝑁𝑢(𝑥, 𝑧, 𝑠, 𝜏, 𝑢)|,  𝐿𝑁2 = 𝑚𝑎𝑥
𝐷2

|𝑁𝑥𝑢(𝑥, 𝑧, 𝑠, 𝜏, 𝑢)| ,

𝑀𝐾1 = 𝑚𝑎𝑥
𝐷1

|𝐾1𝑢(𝑥, 𝑧, 𝑠, 𝑢)|,  𝑀𝐾2 = 𝑚𝑎𝑥
𝐷1

|𝐾1𝑥𝑢(𝑥, 𝑧, 𝑠, 𝑢)|. 

Теорема 7. Пусть выполняются условия V)- VI), 𝑞 < 1 и уравнение (11) 

имеет решение 𝑢(𝑥, 𝑧) ∈ 𝐶(𝐷).  Тогда при 𝜀 → 0  решение уравнения (13) 

равномерно сходится к решению уравнения (12),  причем  

‖𝑢𝜀(𝑥, 𝑧) − 𝑢(𝑥, 𝑧)‖𝐶(𝐷) ≤ (4(𝑑1𝑒)−1𝜀1−𝛽‖𝑢(𝑥, 𝑧)‖𝐶[0,𝑏] + 𝜔𝑢(𝜀𝛽)) /(1 − 𝑞). 

Следствие 7. При выполнении условий теоремы 7 решение уравнения 

(11) единственно в  Ω(𝑢0,  𝑟0). 

Теорема 8. Пусть выполняются условия  V)- VI), 𝑞<1 и уравнение (11) 

имеет решение 𝑢(𝑥, 𝑧) ∈ 𝐶𝛾(𝐷),   0 < 𝛾 ≤ 1.  Тогда при 𝜀 → 0  решение 

уравнения (13) равномерно сходится к решению уравнения (12), причем 

‖𝑢𝜀(𝑥, 𝑧) − 𝑢(𝑥, 𝑧)‖𝐶(𝐷) ≤ 𝐶2𝜀𝛾/(1 − 𝑞). 
Следствие 8. При выполнении условий теоремы 8 решение уравнения 

(11) единственно   в   Ωγ(𝑢0,  𝑟0),    0 < 𝛾 ≤ 1.  

 В четвертой главе исследуются системы интегральных уравнений 

Вольтера первого рода. Полученные результаты распространены на случай 

системы интегральных уравнений Вольтерра первого рода с двумя 

независимыми переменными. 



 
 

 В § 4.1 рассматривается система линейных интегральных уравнений 

Вольтерра первого рода 

∫ 𝐾(𝑥, 𝑡)𝑢(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

0

= 𝑔(𝑥).                                         (14) 

Предполагается, что искомая вектор–функция 𝑢(𝑥) ∈ 𝐶𝑛[0, 𝑏],  а для 

заданных вектор–функции  𝑔(𝑥)  и n×n − матричной функции   𝐾(𝑥, 𝑡) 

выполняются условия: 

VII) 𝑔(𝑥) ∈ 𝐶𝑛
1[0, 𝑏],   𝑔(𝑥) = 𝑐𝑜𝑙𝑜𝑛(𝑔1(𝑥), … , 𝑔𝑛(𝑥)), 𝑔(𝑖)(0) = 0, 𝑖 = 0,1;        

𝐾𝑖,𝑗(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶1,0(𝐷), 𝐷 = {(𝑥, 𝑡)/ 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏}, 𝑖, 𝑗 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅;  

   𝑑𝑒𝑡𝐾(0,0) = 0, ‖𝐾(𝑥, 𝑥)‖ ≤ 𝑐0𝑘(𝑥), ‖∙‖- норма матрицы,  0 < 𝑐0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 
   𝑘(𝑥) = 𝑚𝑖𝑛

1≤𝑖≤𝑛
𝑘𝑖(𝑥),    𝑘𝑖(𝑥)    (𝑖 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅)  – собственные значения матрицы 

   [𝐾(𝑥, 𝑥) + 𝐾∗(𝑥, 𝑥)]/2,   𝐾∗(𝑥, 𝑥)–сопряженная матрица к матрице 𝐾(𝑥, 𝑥),   
   𝑘(0) = 0, 0 < 𝑘(𝑥) ∀𝑥 ∈ (0, 𝑏] , 𝑘(𝑥)- неубывающая функция; 

VIII) 𝐺(𝑥) = 𝐿(𝑥, 𝑥) + 𝐶1𝑣(𝑥), 𝐿(𝑥, 𝑡) = 𝐶2𝐾(𝑥, 𝑡) + 𝐾𝑥(𝑥, 𝑡), 

0 < 𝐶1, 𝐶2 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ,  𝑣(𝑥) = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑔1(𝑥), … , 𝑔𝑛(𝑥)),  ‖𝐺(𝑥)‖ ≤ 𝐶3𝜆(𝑥),  

 𝜆(𝑥) = 𝑚𝑖𝑛
1≤𝑖≤𝑛

𝜆𝑖(𝑥),  𝜆𝑖(𝑥)  (𝑖 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅) –собственные значения матрицы  

[𝐺(𝑥) + 𝐺∗(𝑥)]/2,   𝐺∗(𝑥)–сопряженная матрица к матрице 𝐺(𝑥), 𝜆(𝑥) ≥ 𝑑1, 
0 < 𝑑1, 𝐶3 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡;   ℎ𝑖(𝑥)  (𝑖 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅)  –собственные значения матрицы 

[𝐾∗(𝑥, 𝑥)𝐺(𝑥) + 𝐺∗(𝑥)𝐾(𝑥, 𝑥)]/2,    𝑚𝑖𝑛
1≤𝑖≤𝑛

ℎ𝑖(𝑥) ≥ 𝑐1𝑘(𝑥)𝜆(𝑥),   0 < 𝑐1 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. 

 Действуя на систему (11) оператором  𝐶1𝑇 + 𝐶2𝐼 + 𝐷, где 𝐼–единичная 

диагональная матрица, T – оператор Вольтерра (𝑇𝑢)(𝑥) = ∫ 𝑣(𝑡)𝑢(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

0
, 

𝑣(𝑥) = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑔1(𝑥), … , 𝑔𝑛(𝑥)), получим систему интегральных уравнений 

Вольтерра третьего рода 

𝐾(𝑥, 𝑥)𝑢(𝑥) + ∫ 𝐺(𝑡)𝑢(𝑡)𝑑𝑡 = − ∫[𝐿(𝑥, 𝑡) − 𝐿(𝑡, 𝑡)]𝑢(𝑡)𝑑𝑡 +

𝑥

0

𝑥

0

 

+𝐶1 ∫ ∫(𝐵𝑢)(𝑠, 𝑡)𝑢(𝑡)𝑑𝑠𝑑𝑡 + 𝑓(𝑥),

𝑥

𝑡

𝑥

0

                                                   (15) 

где (𝐵𝑢)(𝑠, 𝑡) = (𝐾𝑖𝑗(𝑠, 𝑡)𝑢𝑖(𝑠)),    𝑖, 𝑗 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅,    𝑓(𝑥) = 𝐶2𝑔(𝑥) + 𝑔′(𝑥).  

Рассмотрим систему уравнений с малым параметром  𝜀 ∈ (0, 1) 

(𝜀𝐼 + 𝐾(𝑥, 𝑥))𝑢𝜀(𝑥) + ∫ 𝐺(𝑡)

𝑥

0

𝑢𝜀(𝑡)𝑑𝑡 = − ∫[𝐿(𝑥, 𝑡) − 𝐿(𝑡, 𝑡)]

𝑥

0

𝑢𝜀(𝑡)𝑑𝑡 + 

+𝐶1 ∫ ∫(𝐵𝑢𝜀)(𝑠, 𝑡)𝑢𝜀(𝑡)𝑑𝑠𝑑𝑡

𝑥

𝑡

𝑥

0

+ 𝜀𝑢(0) + 𝑓(𝑥).                                            (16) 

Теорема 9. Пусть выполняются условия VII), VIII), 𝑞 < 1  и система 

уравнений (14) имеет решение 𝑢(𝑥) ∈ 𝐶𝑛[0, 𝑏]. Тогда решение системы (16) 



 
 

при 𝜀 → 0  равномерно сходится к решению системы (14) и справедлива  

оценка 

‖𝑢𝜀(𝑥) − 𝑢(𝑥)‖С𝑛[0,𝑏] ≤ (1 − 𝑞)−1 × 

× ((1 + 𝐶3𝑙2𝜃−1) [2𝑙2(𝑑1𝜃)−1𝑒
𝜃
𝑙2𝜀1−𝛽‖𝑢(𝑥)‖𝐶𝑛[0,𝑏] + 𝜔𝑢(𝜀𝛽)]),        

𝜔𝑢(𝜀𝛽) = 𝑠𝑢𝑝
|𝑥−𝑡|≤𝜀𝛽

‖𝑢(𝑥) − 𝑢(𝑡)‖ , 0 < 𝛽 < 1, 𝜃 = 𝑚𝑖𝑛(1, 𝑐1) 𝑙 = 𝑚𝑎𝑥(1, 𝑐0), 

𝑞 = 𝑏
𝑙2

 𝑑1𝜃
[𝐶2𝐿1 + 𝐿2 + 2𝐶1𝑀𝑟] (𝑒−1 +

2𝐶3𝑙2

 𝜃
). 

Следствие 9. Если выполняются условия теоремы 9, то решение 

системы уравнений (14) единственно в  Ω𝑛(𝑢0,  𝑟0). 

Теорема 10. Пусть выполняются условия VII), VIII), 𝑞 < 1 и система 

уравнений (14) имеет решение 𝑢(𝑥) ∈ С𝑛
𝛾[0, 𝑏], 0 < 𝛾 ≤ 1.  Тогда при 𝜀 → 0 

решение системы (16) равномерно сходится к решению системы (14), причем 

‖𝑢𝜀(𝑥) − 𝑢(𝑥)‖C𝑛[0,𝑏] ≤ (1 − 𝑞)−1𝑁1𝜀𝛾, 0 <  𝑁1 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. 

Следствие 10. При выполнении условий теоремы 10 решение системы 

уравнений (14) единственно в Ω𝑛
𝛾

(𝑢0,  𝑟0),      0 < 𝛾 ≤ 1.   

 В § 4.2 исследована система нелинейных интегральных уравнений 

Вольтерра первого рода 

∫ 𝑁0(𝑥, 𝑡, 𝑢(𝑡))𝑑𝑡

𝑥

0

= 𝑔(𝑥),                                         (17) 

где 𝑁0(𝑥, 𝑡, 𝑢(𝑡)) = 𝐾(𝑥, 𝑡)𝑢(𝑡) + 𝑁(𝑥, 𝑡, 𝑢(𝑡)),  искомая вектор-функция 

𝑢(𝑥) ∈ 𝐶𝑛[0, 𝑏], для известных вектор-функций  𝑔(𝑥), и n×n  – матричной 

функции 𝐾(𝑥, 𝑡)  имеют место условия VII), VIII), для вектор-функций  

𝑁(𝑥, 𝑡, 𝑢(𝑡)) выполняются условие: 

IX) 𝑁(𝑥, 𝑡, 𝑢) ∈ 𝐶𝑛
1,0,1(𝐷 × 𝑅1), 𝑀0(𝑥, 𝑡, 𝑢) ∈ 𝐶𝑛

0,0,1(𝐷 × 𝑅1), 𝑀0(𝑥, 𝑥, 𝑢) = 0,

𝑀0(𝑥, 𝑡, 𝑢(𝑡)) = 𝐶2𝑁(𝑥, 𝑡, 𝑢(𝑡))+𝑁𝑥(𝑥, 𝑡, 𝑢(𝑡)),  , для 𝑡 < 𝑥, (𝑥, 𝑠), (𝑡, 𝑠) ∈ 𝐷, 
(𝑥, 𝑠, 𝑢), (𝑥, 𝑠, 𝑤), (𝑡, 𝑠, 𝑤), (𝑡, 𝑠, 𝑢) ∈ 𝐷 × 𝑅1, 0 < 𝐿𝑁 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 имеет место 

‖𝑀0(𝑥, 𝑠, 𝑢) − 𝑀0(𝑥, 𝑠, 𝑤) − 𝑀0(𝑡, 𝑠, 𝑤) + 𝑀0(𝑡, 𝑠, 𝑢)‖ ≤ 𝐿𝑁(𝑥 − 𝑡)‖𝑢 − 𝑤‖. 
В данной постановке для (17) построен регуляризирующий оператор, 

доказана равномерная сходимость регуляризованного решения к точному 

решению, установлена единственность решения системы (17) в Ω𝑛(𝑢0,  𝑟0) и 

Ω𝑛
𝛾

(𝑢0,  𝑟0), 0 < 𝛾 ≤ 1. 

В § 4.3 изучается система линейных интегральных уравнений 

Вольтерра первого рода с двумя независимыми переменными 

∫ 𝐾(𝑥, 𝑧, 𝑠)𝑢(𝑠, 𝑧)𝑑𝑠 +

𝑥

0

∫ ∫ 𝑄0(𝑥, 𝑧, 𝑠, 𝜏)𝑢(𝑠, 𝜏)𝑑𝜏𝑑𝑠

𝑧

0

𝑥

0

= 𝑔(𝑥, 𝑧),     (18) 

где известные n×n − матричные функции   𝐾(𝑥, 𝑧, 𝑠), 𝑄0(𝑥, 𝑧, 𝑠, 𝜏) и вектор-

функция  𝑔(𝑥, 𝑧) удовлетворяют условиям: 



 
 

X)  𝑔(𝑥, 𝜏) = 𝑐𝑜𝑙𝑜𝑛(𝑔1(𝑥, 𝜏), … , 𝑔𝑛(𝑥, 𝜏)),𝑔(𝑥, 𝑧) ∈ С𝑛
1,0(𝐷), 𝐷 = [0, 𝑏] × [0, 𝑎],

    𝑔(𝑖)(0, 𝑧) = 0, 𝑖 = 0.1; 𝐾𝑖𝑗(𝑥, 𝑧, 𝑠) ∈ С1,0,0(𝐷0), 𝑖, 𝑗 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅,  

 𝐷0 = {(𝑥, 𝑧, 𝑠)/0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏, 0 ≤ 𝑧 ≤ 𝑎} ,  𝑑𝑒𝑡𝐾(0, 𝑧, 0) = 0, 𝑘(𝑥, 𝑧) =
𝑚𝑖𝑛

1≤𝑖≤𝑛
𝑘𝑖(𝑥, 𝑧),    𝑘𝑖(𝑥, 𝑧)  (𝑖 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅) −  собственные значения матрицы  

[𝐾(𝑥, 𝑧, 𝑥) + 𝐾∗(𝑥, 𝑧, 𝑥)]/2,  𝐾∗(𝑥, 𝑧, 𝑥)  – сопряженная матрица к матрице 

K(𝑥, 𝑧, 𝑥), 𝑘(0, 𝑧) = 0, 𝑘(𝑥, 𝑧) – неубывающая по х функция в области D;  

XI)𝑄0𝑖𝑗(𝑥, 𝑧, 𝑠, 𝜏) ∈ С1,0,0,0(𝐷1), 𝐷1 = {(𝑥, 𝑧, 𝑠, 𝜏)/ 0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏, 0 ≤ 𝜏 ≤ 𝑧 ≤ 𝑎} 

𝐺(𝑥, 𝑧) = 𝐿(𝑥, 𝑧, 𝑥) + 𝐶1𝑣(𝑥, 𝑧),   𝐿(𝑥, 𝑧, 𝑠) = 𝐶2𝐾(𝑥, 𝑧, 𝑠) + 𝐾𝑥(𝑥, 𝑧, 𝑠); 

𝑣(𝑥, 𝑧) = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑔1(𝑥, 𝑧), … , 𝑔𝑛(𝑥, 𝑧)),   𝜆(𝑥, 𝑧) = 𝑚𝑖𝑛
1≤𝑖≤𝑛

𝜆𝑖(𝑥, 𝑧),    

 𝜆𝑖(𝑥, 𝑧)(𝑖 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅) −собственные значения матрицы  [𝐺(𝑥, 𝑧) + 𝐺∗(𝑥, 𝑧)]/2,
 𝐺∗(𝑥, 𝑧)– сопряженная матрица к матрице 𝐺(𝑥, 𝑧),   𝜆(𝑥, 𝑧) ≥ 𝑑1 > 0, 

 ‖𝐺(𝑥, 𝑧)‖ ≤ 𝐶3𝜆(𝑥, 𝑧), ‖𝐾(𝑥, 𝑧, 𝑥)‖ ≤ с0𝑘(𝑥, 𝑧), ‖∙‖ −  норма матрицы, 
0 < 𝑑1, с0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡,   0 < 𝐶𝑖 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝑖 = 1,2,3; 
𝑚𝑖𝑛

1≤𝑖≤𝑛
ℎ𝑖(𝑥, 𝑧) ≥ 𝑐1𝑘(𝑥, 𝑧)𝜆(𝑥, 𝑧),  ℎ𝑖(𝑥, 𝑧)  (𝑖 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅) − собственные значения 

матрицы  [𝐾∗(𝑥, 𝑧, 𝑥)𝐺(𝑥, 𝑧) + 𝐺∗(𝑥, 𝑧) 𝐾(𝑥, 𝑧, 𝑥)]/2,  0 < 𝑐1 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. 
  На систему (18) действуя оператором 𝐶1𝑇 + 𝐶2𝐼 + 𝐷, где 𝐼–единичная 

матрица, D – оператор дифференцирования по  х,  

(𝑇𝑣)(𝑥, 𝑧) = ∫(𝑉𝑢)(𝑠, 𝑧)𝑣(𝑠, 𝑧)𝑑𝑠,

𝑥

0

(𝑉𝑢)(𝑥, 𝑧) = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑢1(𝑥, 𝑧), … , 𝑢𝑛(𝑥, 𝑧)) , 

получена система интегральных уравнений Вольтерра третьего рода  

𝐾(𝑥, 𝑧, 𝑥)𝑢(𝑥, 𝑧) + ∫ 𝐺(𝑠, 𝑧)𝑢(𝑠, 𝑧)𝑑𝑠 = ∫[𝐿(𝑠, 𝑧, 𝑠) − 𝐿(𝑥, 𝑧, 𝑠)]𝑢(𝑠, 𝑧)𝑑𝑠

𝑥

0

𝑥

0

+ 

   + ∫ ∫ 𝑄(𝑥, 𝑧, 𝑠, 𝜏)

𝑧

0

𝑥

0

𝑢(𝑠, 𝜏)𝑑𝜏𝑑𝑠 + ∫ 𝑑𝑠 ∫(𝐵𝑢)(𝜈, 𝑧, 𝑠)𝑢(𝑠, 𝑧)𝑑𝜈

𝑥

𝑠

𝑥

0

+ 

+ ∫ ∫ 𝑑𝜏𝑑𝑠 ∫(𝐵0𝑢)(𝜈, 𝑧, 𝑠, 𝜏)𝑢(𝑠, 𝑧)𝑑𝜈

𝑥

𝑠

𝑧

0

𝑥

0

+ 𝑓(𝑥, 𝑧),                                             (19) 

 𝑓(𝑥, 𝑧) =  𝐶2𝑔(𝑥, 𝑧) + 𝑔𝑥(𝑥, 𝑧), 𝑄(𝑥, 𝑧, 𝑠, 𝜏) = −𝐶2𝑄0(𝑥, 𝑧, 𝑠, 𝜏) − 𝑄0𝑥(𝑥, 𝑧, 𝑠, 𝜏), 

(𝐵𝑢)(𝜈, 𝑧, 𝑠) = 𝐶1 (𝐾𝑖,𝑗(𝜈, 𝑧, 𝑠)𝑢𝑖(𝜈, 𝑧)) ,    𝑖, 𝑗 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅, 

(𝐵0𝑢)(𝜈, 𝑧, 𝑠, 𝜏) = 𝐶1 (𝑄0𝑖,𝑗(𝜈, 𝑧, 𝑠, 𝜏)𝑢𝑖(𝜈, 𝜏)) , 𝑖, 𝑗 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅. 

Для решения системы уравнений с малым параметром 𝜀 из интервала (0,1)   

(𝜀𝐼 + 𝐾(𝑥, 𝑧, 𝑥))𝑢𝜀(𝑥, 𝑧) + ∫ 𝐺(𝑠, 𝑧)𝑢𝜀(𝑠, 𝑧)𝑑𝑠 = ∫[𝐿(𝑠, 𝑧, 𝑠) − 𝐿(𝑥, 𝑧, 𝑠)] ×

𝑥

0

𝑥

0

 

𝑢𝜀(𝑠, 𝑧)𝑑𝑠 + ∫ ∫ 𝑄(𝑥, 𝑧, 𝑠, 𝜏)

𝑧

0

𝑥

0

𝑢𝜀(𝑠, 𝜏)𝑑𝜏𝑑𝑠 + ∫ 𝑑𝑠 ∫(𝐵𝑢𝜀)(𝜈, 𝑧, 𝑠)𝑢𝜀(𝑠, 𝑧)𝑑𝜈

𝑥

𝑠

𝑥

0

+ 



 
 

+ ∫ ∫ 𝑑𝜏𝑑𝑠 ∫(𝐵0𝑢𝜀)(𝜈, 𝑧, 𝑠, 𝜏)𝑢𝜀(𝑠, 𝑧)𝑑𝜈

𝑥

𝑠

𝑧

0

𝑥

0

+ 𝜀𝑢(0, 𝑧) + 𝑓(𝑥, 𝑧)                 (20) 

доказаны: 

Теорема 11. Если выполняются условия X), XI), 𝑞<1 и система (18) 

имеет решение 𝑢(𝑥, 𝜏) ∈ С𝑛(𝐷0),  то при 𝜀 → 0   решение системы (20) 

равномерно сходится к решению системы (18), причем имеет место оценка 

‖𝑢𝜀(𝑥, 𝑧) − 𝑢(𝑥, 𝑧)‖С𝑛(𝐷0) ≤ 

≤ (1 − 𝑞)−1 ((1 + 𝐶3𝐶4) [2𝐶4𝑒
𝜃
𝑙2𝜀1−𝛽‖𝑢(𝑥, 𝑧)‖𝐶𝑛(𝐷0) + 𝜔𝑢(𝜀𝛽)]),     

𝜔𝑢(𝜀𝛽) = 𝑠𝑢𝑝
|𝑥−𝑦|≤𝜀𝛽

𝑧𝜖[0,𝑎]

‖𝑢(𝑥, 𝑧) − 𝑢(𝑦, 𝑧)‖ ,   0 < 𝛽 < 1,  𝐶4 =
𝑙2

𝑑1𝜃
, 

𝑞 =  𝐶4𝑏 {[2𝑟(𝑇𝐾2 + 𝑇𝑄1𝑎) + 𝐶2𝑇𝐾 + 𝑇𝐾1 + 𝑇𝑄𝑎] (
2𝐶3𝑙2

𝜃
+ 𝑒−1) +

𝑙2

𝜃
𝑎𝐿𝑄𝐶3}, 

𝑇𝑄1 = 𝑚𝑎𝑥
𝐷1

‖𝑄0(𝑥, 𝑧, 𝑠, 𝜏)‖ , 𝑇𝑄 = 𝑚𝑎𝑥
𝐷1

‖𝑄(𝑥, 𝑧, 𝑠, 𝜏)‖ ,   𝑇𝐾2 = 𝑚𝑎𝑥
𝐷0

‖𝐾(𝑥, 𝑧, 𝑠)‖, 

  𝐿𝑄 = 𝐿𝑖𝑝(𝑄(𝑥, 𝑧, 𝑠, 𝜏)|𝑥),   𝑇𝐾 = 𝑚𝑎𝑥
𝐷0

‖𝐾𝑥(𝑥, 𝑧, 𝑠)‖ , 𝑇𝐾1 = 𝐿𝑖𝑝(𝐾𝑥(𝑥, 𝑧, 𝑠)|𝑥). 

Следствие 11. При выполнении условий теоремы 11 решение системы 

(18) единственно в  Ω𝑛(𝑢0,  𝑟0). 

Теорема 12. Пусть выполняются условия X), XI), q<1 и система (18) 

имеет решение 𝑢(𝑥, 𝜏) ∈ C𝑛
𝛾

(𝐷0),    0 < 𝛾 ≤ 1.  Тогда при 𝜀 → 0  решение 

системы (20) равномерно сходится к решению системы (18), причем 

‖𝑢𝜀(𝑥, 𝜏) − 𝑢(𝑥, 𝜏)‖C𝑛(𝐷0) ≤ (1 − 𝑞)−1𝑁1𝜀𝛾,    0 < 𝑁1 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. 

Следствие 12. Если выполняются условия теоремы 12, то решение 

системы (18) единственно в  Ω𝑛
𝛾

(𝑢0,  𝑟0),    0 < 𝛾 ≤ 1.  

 В пятой главе рассматриваются вопросы численного решения 

интегральных уравнений Вольтерра первого рода.  

В § 5.1 обоснован метод численного решения линейных интегральных 

уравнений Вольтерра первого рода (1) при выполнений условий II), III) и  

   XII) 𝐾(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶2,1(𝐷), 𝐷 = {(𝑥, 𝑡)/0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏},  𝑔(𝑥) ∈ 𝐶2 [0, 𝑏]. 
Для построения численного решения уравнения (1), полагая 𝑥 = 𝑥𝑖 , 𝑖 = 1. . 𝑛  

в уравнении (4) и аппроксимируя интегралы в узлах равномерной сетки c 

шагом ℎ > 0  𝜔ℎ = {𝑥𝑖 = 𝑖ℎ,     𝑖 = 0. . 𝑛,      𝑏 = 𝑛ℎ}  квадратурной формулой 

правых прямоугольников получена система алгебраических уравнений 

𝑢𝜀,𝑖 = −
ℎ

𝜀 + 𝑘𝑖
∑ 𝑒𝑥𝑝 (−ℎ ∑

𝐺𝑠

𝜀 + 𝑘𝑠

𝑖

𝑠=𝑗+1

)
𝐺𝑗

𝜀 + 𝑘𝑗
{ℎ ∑[𝐿𝑖,𝑠 − 𝐿𝑗,𝑠]𝑢𝜀,𝑠

𝑗−1

𝑠=1

+

𝑖−1

𝑗=1

 

+ℎ ∑ [𝐿𝑖,𝑠−𝐿𝑠,𝑠]𝑢𝜀,𝑠

𝑖−1

𝑠=𝑗+1

− 𝐶1ℎ ∑ 𝑢𝜀,𝑠

𝑗

𝑠=1

ℎ ∑ 𝐾𝑚,𝑠𝑢𝜀,𝑚

𝑖

𝑚=𝑗+1

− 𝐶1ℎ ∑ 𝑢𝜀,𝑠

𝑖−1

𝑠=𝑗+1

× 



 
 

× ℎ ∑ 𝐾𝑚,𝑠𝑢𝜀,𝑚

𝑖

𝑚=𝑠+1

+ 𝑓𝑗 − 𝑓𝑖} +
1

𝜀 + 𝑘𝑖
𝑒𝑥𝑝 (−ℎ ∑

𝐺𝑠

𝜀 + 𝑘𝑠

𝑖

𝑠=1

) {−ℎ ∑[𝐿𝑖,𝑗

𝑖−1

𝑗=1

− 

−𝐿𝑗,𝑗]𝑢𝜀,𝑗 + 𝐶1ℎ ∑ 𝑢𝜀,𝑗

𝑖−1

𝑗=1

ℎ ∑ 𝐾𝑠,𝑗𝑢𝜀,𝑠

𝑖

𝑠=𝑗+1

+ ε𝑢0ℎ + 𝑓𝑖} ,     𝑖 = 1. . 𝑛,                (21) 

где    𝑢0ℎ =
𝑓1

ℎ𝐺1 + 𝑘1
 , причем  |𝑢0ℎ − 𝑢0| ≤ 𝑑0ℎ,   0 < 𝑑0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. 

 Теорема 13. Если выполняются условия II), III), XII), 𝑞 = 𝑞1𝑏 + 𝑞2 < 1 

и 𝜀 = 𝑂(ℎ𝛼)  для всех 0 < 𝛼 < 1/2 , то решение системы (21) при ℎ → 0 

равномерно сходится к 𝑢𝑖 - точному решению уравнения (1), причем 

‖𝑢𝜀,𝑖 − 𝑢𝑖‖ ≤ 𝑁1ℎ𝛼 + 𝑁2ℎ1−𝛼 + 𝑁3ℎ,   0 < 𝑁𝑖 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝑖 = 1,2,3, 

𝑞1 = (𝐿2 + 𝐶2𝐿1)(2𝑑2ℎ1−𝛼+𝑒−1)𝑑1
−1,   𝑞2 = 2𝐶1𝑀𝑟(𝑇0𝑑2𝑏ℎ1−𝛼 + 𝑒−1)𝑑1

−1, 
𝐿1 = 𝑚𝑎𝑥

𝐷
|𝐾𝑥(𝑥, 𝑡)|, 𝐿2 = 𝑚𝑎𝑥

𝐷
|𝐾𝑥𝑥(𝑥, 𝑡)| ,   𝑀 = 𝑚𝑎𝑥

𝐷
|𝐾(𝑥, 𝑡)|, |𝑢(𝑥)| ≤ 𝑟,  

𝑇0 = 𝑚𝑎𝑥
𝑥∈[0,𝑏]

|𝐺(𝑥)|,   𝑑2 = 𝑠𝑢𝑝 (∑ 𝑒𝑥𝑝 (−ℎ ∑
𝐺𝑠

𝜀+𝑘𝑠

𝑖
𝑠=𝑗+1 ) (ℎ ∑

𝐺𝑠

𝜀+𝑘𝑠

𝑖
𝑠=𝑗+1 )𝑖−1

𝑗=1 ). 

Приведены примеры, проведены численные расчеты на компьютере, 

которые подтверждают теоретические выкладки. 

  В § 5.2 исследуется метод численного решения нелинейных 

интегральных уравнений Вольтерра первого рода (5), где известные функции 

𝐾(𝑥, 𝑡),   𝑁(𝑥, 𝑡, 𝑢(𝑡)), 𝑔(𝑥) подчиняются условиям II)-IV), XII) причем, 

XIII)     𝑁(𝑥, 𝑡, 𝑢) ∈ 𝐶2,0,1 (𝐷 × 𝑅1), 𝐷 = {(𝑥, 𝑡)/0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏}. 
Пусть 𝑥𝑖 ∈ 𝜔ℎ , 𝑖 = 0. . 𝑛.  В (7) полагая 𝑥 = 𝑥𝑖 , 𝑖 = 1. . 𝑛,  c помощью 

квадратурной формулы правых прямоугольников из уравнения (7) получим 

систему нелинейных алгебраических уравнений вида 

𝑢𝜀,𝑖 = −
1

𝜀 + 𝑘𝑖
ℎ ∑ 𝑒𝑥𝑝 (−ℎ ∑

𝐺𝑠

𝜀 + 𝑘𝑠

𝑖

𝑠=𝑗+1

)
𝐺𝑗

𝜀 + 𝑘𝑗
×

𝑖−1

𝑗=1

 

× {ℎ ∑[𝑀𝑗,𝑠(𝑢𝜀,𝑠)

𝑗

𝑠=1

− 𝑀𝑖,𝑠(𝑢𝜀,𝑠)] − ℎ ∑ 𝑀𝑖,𝑠(𝑢𝜀,𝑠)

𝑖−1

𝑠=𝑗+1

− 𝐶1ℎ ∑ 𝑢𝜀,𝑠 

𝑗−1

𝑠=1

× 

× ℎ ∑ 𝐾𝑚,𝑠𝑢𝜀,𝑚

𝑖

𝑚=𝑗+1

 − 𝐶1ℎ ∑ 𝑢𝜀,𝑠

𝑖−1

𝑠=𝑗+1

ℎ ∑ 𝐾𝑚,𝑠𝑢𝜀,𝑚

𝑖

𝑚=𝑠+1

− 𝐶1ℎ ∑ ℎ

𝑗−1

𝑠=1

× 

× ∑ 𝑁𝑚,𝑠(𝑢𝜀,𝑠)

𝑖

𝑚=𝑗+1

𝑢𝜀,𝑚 − 𝐶1ℎ ∑ ℎ ∑ 𝑁𝑚,𝑠(𝑢𝜀,𝑠)𝑢𝜀,𝑚

𝑖

𝑚=𝑠+1

+ 𝑓𝑗 − 𝑓𝑖}

𝑖−1

𝑠=𝑗

+ 

+
1

𝜀 + 𝑘𝑖
𝑒𝑥𝑝 (−ℎ ∑

𝐺𝑠

𝜀 + 𝑘𝑠

𝑖

𝑠=1

) {ℎ ∑ 𝑀𝑖,𝑗(𝑢𝜀,𝑗) +

𝑖−1

𝑗=1

𝐶1ℎ ∑ 𝑢𝜀,𝑗

𝑖−1

𝑗=1

ℎ ∑ 𝐾𝑠,𝑗𝑢𝜀,𝑠

𝑖

𝑠=𝑗+1

+ 



 
 

+ 𝐶1ℎ ∑ ℎ

𝑖−1

𝑗=1

∑ 𝑁𝑠,𝑗(𝑢𝜀,𝑗)

𝑖

𝑠=𝑗+1

𝑢𝜀,𝑠 + 𝜀𝑢0,ℎ + 𝑓𝑖} ,        𝑖 = 1. . 𝑛,                         (22) 

где     𝑀𝑖,𝑗(𝑢𝜀,𝑗) = 𝑀(𝑥𝑖 , 𝑥𝑗 , 𝑢(𝑥𝑗)),    𝑓𝑖 = 𝑓(𝑥𝑖), 𝑥𝑗 = 𝑗ℎ,    𝑗 = 1. . 𝑖,     𝑖 = 1. . 𝑛. 

Введем обозначение  

𝑞 =
𝑑2𝑏𝑇0

𝑑1

(𝐿2 + 𝐶2𝐿1 + 𝐿𝑁) (2
ℎ

𝜀
+ 𝑒−1) +

2𝐶1𝑇0𝑀𝑏𝑟𝑑2ℎ

𝑑1𝜀
+ 

+𝐶1𝑏 (
2𝑇0𝑑2ℎ

𝑑1𝜀
+

1

𝑒𝑑1
) (𝑀𝑁 + 𝐾𝑁𝑟), 𝑀𝑁 = 𝑚𝑎𝑥

𝐷×𝑅1
|𝑁(𝑥, 𝑡, 𝑢)|, 𝐾𝑁 = 𝑚𝑎𝑥

𝐷×𝑅1
|𝑁𝑢(𝑥, 𝑡, 𝑢)|,  

𝑀, 𝐿1 , 𝐿2 , 𝑇0, 𝑑2, 𝑟 − определяются также как в § 4.1. 

Теорема 14. При выполнении условий II)-IV), XII), XIII)  𝑞 < 1  и пусть 

𝜀 = 𝑂(ℎ𝛼) для всех 0 < 𝛼 < 1/2. Тогда решение системы уравнений (22) при 

ℎ → 0 равномерно сходится к 𝑢𝑖 - точному решению уравнения (5), при этом 

имеет место оценка 

‖𝑢𝜀,𝑖 − 𝑢𝑖‖ ≤ 𝑁1ℎ𝛼 + 𝑁2ℎ1−𝛼 + 𝑁3ℎ,   0 < 𝑁𝑖 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝑖 = 1,2,3. 
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РЕЗЮМЕ 

диссертационной работы на тему «Регуляризационно-численные методы 

решения интегральных уравнений Вольтерра первого рода», представленной на 

соискание ученой степени кандидата физико-математических наук по 

специальности 01.01.02 – дифференциальные уравнения, динамические системы 

и оптимальное управление Мустафаевой Нагимы Таировной 

 

 Ключевые слова: интегральное уравнение Вольтерра, равномерная 

сходимость, регуляризация, малый параметр, аппроксимация, квадратурная 

формула.  

 Объект исследования: интегральные уравнения Вольтерра первого 

рода, системы интегральных уравнений Вольтерра первого рода. 

Цель работы: исследование вопросов регуляризации и численного 

решения интегральных уравнений Вольтерра первого рода. 

 Методы исследования: основными методами являются метод 

регуляризации, метод последовательных приближений, метод квадратурных 

формул. 

 Научная новизна:  

- разработан и обоснован метод регуляризации и установлены условия 

единственности решения интегральных уравнений Вольтерра первого рода; 

- обоснован метод регуляризации системы интегральных уравнений 

Вольтерра первого рода; 

- разработан и обоснован метод численного решения интегральных 

уравнений Вольтерра первого рода на основе регуляризованных уравнений; 

- построен регуляризирующий оператор для интегральных уравнений 

Вольтерра первого рода с двумя независимыми переменными, доказана 

равномерная сходимость регуляризованного решения к точному решению. 

 



 
 

Мустафаева Нагима Таировнанын 01.01.02 – дифференциалдык теңдемелер, 

динамикалык системалар жана оптималдуу башкаруу адистиги боюнча 

физика-математика илимдеринин кандидаты окумуштуулук даражасын 

изденип алуу үчүн жазылган «Вольтерранын биринчи түрдөгү интегралдык 

теңдемелерин чыгаруунун регуляризациялык-сандык ыкмалары» аттуу 

диссертациялык ишинин 

РЕЗЮМЕСИ 

Урунттуу сөздөр: Вольтерранын интегралдык теңдемеси, бир калыпта 

жыйналуучулук, регуляризация, кичи параметр, аппроксимация, 

квадратуралык формула. 

Изилдөөнүн объектиси: Вольтерранын биринчи түрдөгү интегралдык 

теңдемелери жана алардын системалары. 

Изилдөөнүн максаты: Вольтерранын биринчи түрдөгү интегралдык 

теңдемелерин регулярдаштыруу жана алардын сандык чыгарылышын түзүү 

маселелерин изилдѳѳ. 

 Изилдөөнүн ыкмасы: регулярдаштыруу ыкмасы, удаалаш жакындоо 

ыкмасы, квадратуралык формулалар ыкмасы. 
Изилдөөнүн илимий жаңылыгы: Вольтерранын биринчи түрдөгү 

интегралдык теңдемелерин регулярдаштыруу ыкмасы иштелип чыкты 

чыгарылыштын жалгыздыгын камсыздаган шарттар аныкталды; 

- Вольтерранын биринчи түрдөгү интегралдык теңдемелеринин 

системасын регулярдаштыруу ыкмасы негизделди; 

- Регулярдаштырылган теңдеменин негизинде Вольтерранын биринчи 

түрдөгү интегралдык теңдемелерин сандык чыгаруу ыкмасы иштелип чыкты 

жана негизделди; 

- Эки көз карандысыз өзгөрүлмөлүү Вольтерранын биринчи түрдөгү 

интегралдык теңдемелери үчүн регулярдаштыруу оператору түзүлдү жана 

регулярдаштырылган чыгарылыштын так чыгрылышка бир калыпта 

жыйналуусу далилденди.  

 

SUMMARY 

 The summary of dissertation work, the theme of the work is “Regularized-

numerical methods to solve Volterra integral equations of the first kind”, which 

was provided to competition of academic degree of Mustafayeva Nagima 

Tairovna, who is candidate of physical and mathematical science by specialization 

01.01.02 – differential equations, dynamical systems and optimal control. 

 Key words: Volterra integral equations, uniform convergence, regulation, 

small parameter, approximation, quadrature formula. 

 Object of research: Volterra integral equations of the first kind, the systems 

of Volterra integral equations of the first kind. 

 Purpose of research: to make a research of the issues of regularization and 

numerical methods of Volterra integral equations of the first kind. 

 Methods of research: The main method is regularization method, successive 

approximation method, quadrature method. 



 
 

 Scientific novelty:  
- Developed and justified the regularization method and set conditions of 

uniqueness of the solution Volterra integral equations of the first kind. 

- Justified the regularization method of the systems of Volterra integral 

equations of the first kind. 

- Developed and justified numerical solution method of Volterra integral 

equations of the first kind on the base of regularization method. 

- Built regularization operator for Volterra interal equations of the first kind 

with two independent variables, also uniform convergence of a regularized solution 

to an exact solution is proved. 

 


