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Д.А.Турсунов
ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА ИССЛЕДОВАНИЯ
Актуальность темы диссертации. Геометрия дифференцируемых отображений является значительной главой современной дифференциальной геометрии. Она получила интенсивное развитие в работах А.П. Нордена, В.В. Рыжкова, Т.Ф. Лаптева, В.Т. Базылева, Й. Микеша, Е.Т. Ивлева и их учеников, а также других геометров.
В работах В.Т. Базылева и его учеников изучены различные вопросы дифференцируемых отображений областей и поверхностей в 
[image: image1.wmf]n

-мерном проективном, аффинном, евклидовом пространствах, вводится понятие графика отображения. Использование графика отображения позволяет применять теорию многомерных сетей.
Данные сети и ее образы в различных отображениях применяются в решении многих задач теории линейных и нелинейных волн1.
Теория дифференцируемых отображений евклидово пространства имеет большой интерес не только самой геометрии, она имеет широкое приложение в теоретической физике и других областях математики.

В данной работе исследована задача: в евклидовом 
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 определяемое следующим образом: когда точка 
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. Ее называют графиком отображения 
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Представляется интерес изучить геометрию отображения 
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 и ее графика.

Цель работы:
· исследовать свойства графика и второй поляры точки 
[image: image20.wmf]*
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 относительно присоединенной поверхности графика отображения двумерной поверхности в двумерную плоскость в пятимерном евклидовом пространстве 
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;

· исследовать свойства графика отображения трехмерной поверхности в трехмерную плоскость в евклидовом 7-мерном пространстве 
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 и ее присоединенной поверхности;

· исследовать свойства графика отображения 
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-мерном пространстве;

· найти необходимых и достаточных условий параллельного перенесения вектора средней кривизны, направления средней нормали, постоянства средней 
____________________________
Уизем Дж. Линейные и нелинейные волны [Текст] / Дж. Уизем. // Москва: Мир, 1977. ( 624 с.

кривизны графика отображения 
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 вдоль определенного одномерного распределения.
Методы исследования. В данной работе использованы следующие методы: метод внешних форм Картана, метод подвижного репера с использованием теоретико-группового метода дифференциально-геометрических исследований Г.Ф.Лаптева.
Научная новизна работы. Основные научные результаты:
· найдены необходимые и достаточные условия минимальности графика отображения двумерной (трехмерной) поверхности в двумерную (трехмерную) плоскость в пятимерном (семимерном) евклидовом пространстве и понижения ранга второй поляры точки 
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 относительно присоединенной поверхности графика отображения;
· получены необходимые и достаточные условия для того, чтобы вторая поляра точки 
[image: image30.wmf]X

 на графике относительно присоединенной поверхности графика отображения двумерной поверхности в двумерную плоскость в 
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 является эллипсоидом, однополостным и двухполостных гиперболоидом;
· найдены необходимые и достаточные условия для того, чтобы сеть на графике отображения трехмерной поверхности в трехмерную плоскость в пространстве 
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 являлась геодезической сетью;

· доказаны необходимые и достаточные условия для того, чтобы сеть на графике отображения 
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 являлась геодезической сетью;

· найдены необходимые и достаточные условия параллельного перенесения вектора средней кривизны, направления средней нормали и постоянства средней кривизны графика отображения 
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 вдоль определенного  одномерного распределения на графике.

Теоретическая и практическая ценность. Результаты данной работы представляют, прежде всего, теоретический интерес. Они могут быть использованы в дальнейших исследованиях по геометрии отображений погруженных многообразий и в теории сетей на многообразиях. Результаты диссертации также могут быть использованы в теории графов, компьютерной геометрии.

Основные положения, выносимые на защиту:
· нахождение необходимого и достаточного условия минимальности графика отображения двумерной (трехмерной) поверхности в двумерную (трехмерную) плоскость в пятимерном (семимерном) евклидовом пространстве;
· получение необходимого и достаточного условия для того, чтобы вторая поляра точки относительно присоединенной поверхности графика отображения двумерной поверхности в двумерную плоскость в 
[image: image39.wmf]5
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 является эллипсоидом, однополостным и двуполостным гиперболоидом;
· нахождение необходимого и достаточного условия для того, чтобы сеть на графике отображения трехмерной поверхности в трехмерную плоскость в пространстве 
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 являлась геодезической;
· доказательство необходимого и достаточного условия для того, чтобы сеть на графике отображения 
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 являлась геодезической;
· нахождение связи между параллельным перенесением вектора средней кривизны, направления средней нормали и постоянства средней кривизны графика отображения 
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 вдоль выделенного одномерного распределения и вектором, определенным при помощи этого распределения.
Апробация работы. Результаты работы докладывались и обсуждались: на межвузовском семинаре «Актуальные проблемы математики и информатики»  при ФМИТ ОшГУ (руководитель – д.ф.-м.н. К.Алымкулов),  на научно-теоретическом семинаре кафедры алгебры и геометрии ОшГУ (руководитель – д.ф.-м.н. Г.Матиева), на международных конференциях «Актуальные проблемы теории управления, топологии и операторных уравнений», посвященной 20-и летию образования КРСУ и 100-летию профессора Я.В. Быкова (Бишкек,  2013),  “Функциональный анализ и его приложения”, посвященной 70-летию Академика НАН Республики  Казакстан  М. Отелбаева (Астана, 2012) и на конференции, посвященной 80-летию академика НАН КР М. Иманалиева (Бишкек, 2011).

Публикации по теме диссертации: Основное содержание диссертации опубликовано в 7 работах [1-7] и 2 тезисах доклада [8-9].
Личный вклад автора в совместных работах:
В совместных работах [1]-[4] постановка задачи принадлежит научному руководителю, а доказательство теорем, полученные результаты – автору.

Структура и объем диссертации:
Диссертация состоит из введения, четырех глав, состоящих из 9 разделов, списка использованных источников из 85 наименований и заключения. Нумерация разделов – двойная: первая цифра указывает на номер главы, вторая – на номер раздела. Нумерация теорем и формул – тройная: первая цифра указывает на номер главы, вторая – на номер раздела, третья – на порядковый номер в разделе. Объем текста 76 страниц.

Краткое содержание диссертации
В первой главе диссертации приводится обзор литературы и результатов других авторов, связанных с темой диссертации.

Во второй главе рассматривалась задача: в евклидовом пространстве 
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 рассмотрены две вполне ортогональные евклидовы плоскости: 
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называется графиком отображения 
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1. Изучены некоторые свойства графика отображения 
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Отнесем области 
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Деривационные формулы реперов имеют вид:
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Метрических тензоров обозначим следующим образом:
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Дифференцируя тождество (1) и учитывая деривационных формул, получим:
______________________________
Базылев В.Т. Многомерные поверхности, сети и дифференцируемые отображения пространств [Текст] / В.Т. Базылев // Уч. записки. Т.1., № 374. – Москва: МГПИ им. В.И. Ленина, 1970. – С. 28-40.
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Поверхности 
[image: image106.wmf]2

V

 и 
[image: image107.wmf]*

2

V

 задаются уравнениями: 
[image: image108.wmf]0

3

=

w

, 
[image: image109.wmf]0

=

a

q

 в соответствующих реперах 
[image: image110.wmf]1

X

Â

, 
[image: image111.wmf]X

Â

. Дифференцируя внешним образом эти уравнения  и применяя лемму Картана, имеем:
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В разделе 2.1. найдено уравнение второй поляры1 точки 
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Выяснен геометрический смысл коэффициентов в уравнении (4). Доказана


Теорема 2.1.1.  График 
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Рассмотрен случай, когда график 
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Теорема 2.1.2. rang Q=3–s тогда только тогда, когда выполняется условие 
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Выяснен геометрический смысл неравенств 
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2  Базылев В.Т. О многомерных сетях в евклидовом пространстве [Текст] / В.Т. Базылев // Литовский математический сборник, 1966.VI. - №4. – С. 475-491.
3  Ефрос П. И. О поверхностях коразмерное  три евклидова пространства //Геометрия погруженных многообразий. М.1986. с. 26-30.
что вторая поляра в рассматриваемом случае (т.е. когда  
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 минимальная поверхность) не может быть конической поверхностью.

Доказана

Теорема 2.2.1. Если график 
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Теорема 2.2.3.  Вторая поляра 
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1) однополостным гиперболоидом тогда и только тогда, когда выполнены условия: 
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2) двуполостным гиперболоидом тогда и только тогда, когда выполнены условия:
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В третьей главе рассмотрены некоторые вопросы отображения трехмерной поверхности в трехмерное пространство в евклидовом пространстве 
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 с помощью графика отображения.


В евклидовом пространстве 
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[image: image173.wmf]}

{

3

4

O

E

E

=

Ç

. Пусть 
[image: image174.wmf]3

V

- гладкая трехмерная поверхность в 
[image: image175.wmf]4

E

, область 
[image: image176.wmf]3

V

Ì

W

, 
[image: image177.wmf]W

- область в 
[image: image178.wmf]3

E

. Диффеоморфизму 
[image: image179.wmf]W

®

W

:

f

 соответствует поверхность 


[image: image180.wmf]þ

ý

ü

î

í

ì

W

Î

=

W

Î

+

=

=

®

®

®

2

1

1

2

1

*

3

)

(

,

,

|

X

X

f

X

OX

OX

OX

X

V

, называемая графиком отображения 
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Индексы в дальнейшем принимают значения: 
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Отнесем области 
[image: image183.wmf]W

W

,

 и график 
[image: image184.wmf]*

3

V

 отображения 
[image: image185.wmf]f

 соответственно к реперам:


[image: image186.wmf]{

}

{

}

{

}

a

e

e

r

r

r

r

r

,

,

,

,

,

,

,

4

2

2

1

1

i

X

i

X

i

X

X

e

X

n

e

X

=

Â

=

Â

=

Â

+

, 

где 
[image: image187.wmf])

(

1

3

X

T

i

Î

e

r

- касательная плоскость к 
[image: image188.wmf]3

V

 в точке 
[image: image189.wmf]X

,  
[image: image190.wmf]n

e

r

r

=

4

- орт нормали к 
[image: image191.wmf]3

V

 в точке 
[image: image192.wmf]X

,  
[image: image193.wmf])

(

4

i

i

e

f

e

r

r

=

+

, 


[image: image194.wmf])

(

3

4

X

T

e

e

i

i

i

Î

+

=

+

r

r

r

e

                                    (11)


[image: image195.wmf])

(

3

X

T

- касательная плоскость графика 
[image: image196.wmf]*

3

V

 в точке 
[image: image197.wmf]X

, 
[image: image198.wmf]n

e

r

r

=

4

, 


[image: image199.wmf])

(

),

(

4

4

4

4

X

N

X

N

e

e

k

sk

is

i

i

Î

-

=

+

+

r

r

r

g

g

e

- ортоганальное дополнение к 
[image: image200.wmf])

(

3

X

T

 в 
[image: image201.wmf]7

E

. 


Деривационные формулы этих реперов имеют вид:
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Метрических тензоров обозначим соответственно в следующем виде:
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Дифференцируя тождество (11), имеем:
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Поверхности 
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в соответствующих реперах задаются следующими уравнениями  Пфаффа: 
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В разделе 3.1. рассмотрены ортогональная сеть 
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Известно, что в каждой точке 
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Теорема 3.1.1. Основание отображения 
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При выборе соответствующих реперов 
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Доказаны

Теорема 3.1.2. Вектор средней кривизны 
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Теорема 3.1.3. График 
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Пусть обе сети 
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Теорема 3.1.4. Сеть 
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В разделе 3.2. найдено уравнение второй поляры точки 
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относительно присоединенной (фокусной) поверхности1:
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Доказана

Теорема 3.2.1.  Вторая поляра точки 
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Теорема 3.2.2. Эквивалентны следующие три утверждения:

а) График 
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В четвертой главе рассмотрены некоторые вопросы отображения 
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называемая графиком отображения 
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Индексы в дальнейшем принимают значения: 
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Отнесем области 
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Деривационные формулы этих реперов имеют вид:
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Метрических тензоров обозначим соответственно в следующем виде:
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Дифференцируя тождество (13), имеем:
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Поверхности 
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В разделе 4.1. рассмотрены характеристические направления отображения 
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Доказаны 
Теорема 4.1.1.  Основание отображения 
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Теорема 4.1.2. Вектор средней кривизны 
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Теорема 4.1.3. Сеть 
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В разделе 4.2. рассмотрен вопрос о параллельном переносе вектора кривизны, направления средней нормали и постоянства средней кривизны графика отображения 
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Доказана
Теорема 4.2.1. 
а) Вектор 
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б) Направление средней нормали 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Во второй главе работы рассматривалась задача в евклидовом пространстве 
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 рассмотрены две вполне ортогональные евклидовы плоскости: 
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Рассматривается диффеоморфизм 
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называется графиком отображения 
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. Изучены некоторые свойства графика отображения 
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Доказаны:

а) необходимое и достаточное условие для того, чтобы график 
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 являлась минимальной поверхностью;

б) необходимое и достаточное условия понижения ранга второй поляры Q точки 
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в) необходимые и достаточные условия для того, чтобы вторая поляра Q являлась  эллипсоидом, однополостным, двуполостным гиперболоидом.


В третьей главе рассматривалась задача, аналогичная задаче, рассмотренный во второй главе, т.е. изучены некоторые вопросы отображения 
[image: image399.wmf]f

 трехмерной поверхности в трехмерную плоскость в евклидовом пространстве 
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Доказаны:

а) необходимое и достаточное условия включения основания отображения 
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 в характеристическую 7-ткань 
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б) необходимое и достаточное условия для того, чтобы график 
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в) необходимое и достаточное условия геодезичности сети 
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В четвертой главе диссертации обобщены некоторые из вышеизложенных результатов для отображения 
[image: image408.wmf])

1

(

-

n

-мерной поверхности в 
[image: image409.wmf])

1

(

-

n

-мерную плоскость в евклидовом пространстве 
[image: image410.wmf]1

2

-

n

E

.

Также доказаны необходимое и достаточное условия параллельного перенесения вектора средней кривизны 
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 вдоль выделенного одномерного распределения на графике.
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РЕЗЮМЕ
диссертационной работы Артыковой Жылдыз Абдисаламовны 

на тему “Геометрия отображения многомерной поверхности в плоскость такой же размерности в евклидовом пространстве” на 
соискание ученой степени кандидата физико-математических наук 

по специальности 01.01.04 – “Геометрия и топология”
Ключевые слова: отображение, график отображения, сеть, псевдофокус, распределение
Объект исследования: Дифференцируемые отображения поверхности в плоскость в евклидовом пространстве
Цель исследования:  
- исследовать свойства графика и второй поляры точки 
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 относительно присоединенной поверхности графика отображения двумерной поверхности в двумерную плоскость в  
[image: image417.wmf]5
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;

-   исследовать свойства графика отображения трехмерной поверхности в трехмерную плоскость в 
[image: image418.wmf]7
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;
-   исследовать свойства графика отображения 
[image: image419.wmf])
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Методы исследования: В данной работе использованы следующие методы: метод внешних форм Картана, метод подвижного репера с использованием теоретико-группового метода дифференциально-геометрических исследований Г.Ф.Лаптева.

Научная новизна:  
-  найдены необходимые и достаточные условия минимальности графика отображения р-мерной поверхности в р-мерную плоскость в n-мерном  евклидовом пространстве (р=2;3, n=5;7) и понижения ранга второй поляры точки 
[image: image422.wmf]X

 относительно присоединенной поверхности графика отображения (р=2; n=5);

-  получены необходимые и достаточные условия для того, чтобы вторая поляра точки 
[image: image423.wmf]X

 на графике относительно присоединенной поверхности графика являлась эллипсоидом, однополостным и двухполостных гиперболоидом (р=2; n=5);

-  найдены необходимые и достаточные условия для того, чтобы сеть на графике отображения 
[image: image424.wmf])
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-мерную плоскость в евклидовом пространстве 
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 являлась геодезической сетью;

-  найдены необходимые и достаточные условия параллельного перенесения вектора средней кривизны, направления средней нормали и постоянства средней кривизны графика отображения 
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 вдоль выделенного одномерного распределения на графике.

Артыкова Жылдыз Абдисаламовнанын “Евклиддик мейкиндикте көп ченемдүү бетти ошондой ченемдүүлүктөгү тегиздикке чагылтуунун геометриясы” – деген темадагы 01.01.04 – “Геометрия жана топология” адистиги боюнча физика-математика илимдердин кандидаты илимий даражасын изденип алуу үчүн жазылган диссертациясынын

РЕЗЮМЕСИ

Өзөктүү сөздөр: чагылтуу, чагылтуунун графиги, торчо, псевдофокус, бөлүштүрүү
Изилдөөнүн обьектиси: евклиддик мейкиндикте бетти тегиздикке дифференцирленүүчү чагылтуулар
     Изилдөөнүн максаттары: 
· 
[image: image430.wmf]5
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 мейкиндигинде эки ченемдүү бетти эки ченемдүү тегиздикке чагылтуунун 
[image: image431.wmf]*
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 графигинин жана ага жалгаштырылган бетке карата 
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 чекитинин экинчи полярасынын касиеттерин изилдөө;

· 
[image: image433.wmf]7
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 мейкиндигинде үч ченемдүү бетти үч ченемдүү тегиздикке чагылтуунун 
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 мейкиндигинде 
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-ченемдүү тегиздикке чагылтуунун графигинин касиеттерин изилдөө;

Изилдөөнүн методдору: Картандын сырткы формалар методу, кыймылдуу репер жана Г.Ф. Лаптевдин дифференциалдык-геометриялык изилдөөлөрдүн теориялык-группалык методу.

Изилдөөнүн илимий жаңылыктары:
- 
[image: image438.wmf]n
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 мейкиндигинде р-ченемдүү бетти р-ченемдүү тегиздикке чагылтуунун графигинин минималдык болушунун 
[image: image439.wmf])
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 жана графиктин Х чекитинин графикке жалгаштырылган бетке карата экинчи полярасынын рангынын төмөндөшүнүн 
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 зарыл жана жетиштүү шарттары табылган;
- графиктеги  Х  чекитинин ал графикке жалгаштырылган бетке карата экинчи полярасынын эллипсоид, бир көңдөйлүү гиперболоид болушунун зарыл жана жетиштүү шарттары алынган 
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 мейкиндигинде 
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-ченемдүү тегиздикке чагылтуунун графигиндеги торчонун геодезиялык торчо болушунун зарыл жана жетиштүү шарттары далилденген;

- 
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-ченемдүү тегиздикке чагылтуунун графигинин орточо ийрилик векторунун, орточо нормаларынын багытынын графикте аныкталган бир ченемдүү бөлүштүрүү боюнча параллель которулуштарынын жана графиктин орточо ийрилигинин ушул бөлүштүрүү боюнча турактуу болушунун зарыл жана жетиштүү шарттары табылган.
SUMMARY

of dissertation “ Geometry of mapping of multidimensional surface into plane of same dimension in Euclidean space” of Artykova Jyldyz Abdisalamovna 
is submitted for the scientific degree of candidate of physical-mathematical sciences by the specialty 01.01.04- “Geometry and topology”

Key words: mapping, graph of mapping, net vector of mean curvature, pseudo-focus, second polar.

Object of research: differentiable mapping of surface into plane in Euclidean space.

Aim of research: 
· To investigate properties of the graph and second polar of the point 
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 relatively the joined surface of the graph of the mapping of 2-dimension surface into 2-dmension plane in 
[image: image449.wmf]5
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;
· to investigate properties of the graph of the mapping of the 3-dimension surface into 3-dimension plane in 
[image: image450.wmf]7
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;

· to investigate properties of the graph of the mapping of 
[image: image451.wmf])
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Methods of research: The external forms of Cartan's, moving frame method and theoretic-group method of differential-geometrical researches of G.F.Laptev.
Scientific novelty: 
· it is found necessary and sufficient conditions of minimality of the graph of the mapping p-dimension surface into p-dimension plane in 
[image: image454.wmf])

7

;

5

;

3

;

2

(

=

=

n

p

E

n

 and reduction of rank of second polar of the point X relatively a joined surface of the graph of the mapping 
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;
· it is proved that in order that the second polar of the point X on the graph relatively the joined surface of the graph was ellipsoid, hyperboloid of on sheet, hyperboloid of two sheet;

· it is found necessary and sufficient conditions of the geodesicness of the net on the graph of the mapping of 
[image: image456.wmf])
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;

· it is proved necessary and sufficient conditions of parallel transferity of the vector of mean curvature, direction of the mean normal and constancy of mean curvature of the graph of the mapping of 
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 along chosen 1-dimension distribution on the graph.
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