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Д.А. Турсунов


ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА 

Актуальность темы диссертации. Великий английский физик и математик Исаак Ньютон в семнадцатом веке писал, что задача математика заключается в том, что надо решать дифференциальные уравнения. Очевидно, что это высказывание справедливо в силу его второго закона. Однако, оно оказалось верным для математиков навсегда, так как математики до сих пор занимаются решением различных задач, возникающих при математическом  моделировании  внешних явлений природы. После Ньютона стали заниматься решением дифференциальных уравнений задач небесной математики, которые можно получить на основе его второго закона, в особенности в задаче многих тел. Здесь следует отметить работы А. Линдстета, А. Пуанкаре. В особенности А. Пуанкаре внес большой вклад в теории возмущений дифференциальных уравнений, вводя понятие «асимптотические ряды». Именно, в небесной механике и возникло понятие «пертурбация», т.е. «возмущение».

Многие физические, биологические, химические и другие задачи прикладной математики, описываемые дифференциальными уравнениями, имеют ряд особенностей (нелинейность, переменные коэффициенты, границы сложной формы, существование «особых точек», бесконечность области и т.д.). Если даже точное решение исходной задачи найдено, оно может оказаться неудобным для математической и физической интерпретации. Поэтому для получения полезной информации о решениях таких задач мы должны обратиться к численным или асимптотическим методам.


Задачи сингулярных возмущений  встречаются в механике жидкостей и газа, химической кинетике, в квантовой механике и других областях науки и техники, и в самой математике – в теории чисел, дифференциальных уравнений в частных производных, комплексного анализа и в теории вероятностей.


Как известно, для решения регулярно возмущенных задач эффективно используется метод разложения решения по положительным степеням малого параметра, который обоснован А. Линдстетом и А. Пуанкаре (называется классическим методом малого параметра (КММП)).

Для задач сингулярных возмущений применение этого  метода обычно дает только так называемое его внешнее решение, которое удовлетворяет не всем краевым или начальным условиям. 


Поэтому для задач сингулярных возмущений был усовершенствован КММП.


Сингулярно возмущенные дифференциальные уравнения можно делить на два класса. К первому классу относятся такие  дифференциальные уравнения с малым параметром при старших производных, что при нулевом значении малого параметра порядок рассматриваемого уравнения понижается. Такие уравнения исследованы в трудах Л. Прандтля, Г. Биркгофа, М. Нагумо, И.С. Градштейна, К. Фридрихса, В. Вазова, А.Н. Тихонова, А. Эрдейи, Н. Левинсона, А.Б. Васильевой, В.Ф. Бутузова, М. Иманалиева, О'Малли, Е.Ф. Мищенко, Л.С. Понтрягина, Ван Дайка, Дж. Коула, Р.А. Лагерстрома, С.А. Ломова, К.А. Касымова, А.М. Ильина, В.П. Маслова, Н.Х. Розова, П.С. Панкова, К.К. Какишова и других.


Общая теорема о существовании решений таких уравнений установ-лена А.Н. Тихоновым. Асимптотические разложения решений этих уравне-ний впервые были получены А.Б. Васильевой, затем В. Вазовым и Й. Сибуйа методом сращивания внешнего и внутреннего решений (МСВИВР).

Параллельно с МСВИВР разрабатывался метод составных разложений или метод погранслоя (МП). Начало этого метода были положены в работах Ж.У. Латта и Е. Бромберга. Систематически МП был применен  Л.А. Люстерником, М.И. Вишиком для линейных  сингулярно возмущенных уравнений в частных производных. Этот метод для сингулярно возмущенных нелинейных интегро-дифференциальных уравнений (в частности и для сингулярно возмущенных нелинейных дифференциальных уравнений) был разработан М. Иманалиевым.

Для представления равномерно точного решения на всем рассматриваемом отрезке разработаны следующие методы.

МП [или его другое название – метод Вишика-Люстерника-Иманалиева] разлагает решения в виде асимптотического ряда функций, зависящих от исходной и «быстрой» переменных.


Метод сращивание внешнего и внутреннего разложений разработаны С. Каплуном, М. Ван-Дайком, Л.А. Франклом, Ж. Коулом, З.А. Лагерстромом, С. Каплуном, В. Екхаусом, А.М. Ильином,  В.Г. Мазья, С.А. Назаровым, Б.А. Пламеневским, А.С. Дикином, С.Р. Хастингсом, Ж.Р. Масклоудом, Л.А. Скиннером и др.
Обоснование метода сращивания (МС) Ван-Дайка было проведено А.М. Ильиным 
.
Метод сращивания Ван-Дайка упрощен К. Алымкуловым и создан метод структурного сращивания (МСС).

Второй класс сингулярно возмущенных уравнений впервые изучен английским математиком и механиком М.Дж. Лайтхиллом.

Это – такие возмущенные уравнения, что при нулевом значении малого параметра порядок уравнений не понижается, однако, у них возникает особая точка (в данной работе – на левом конце области определения уравнения). И если искать решения таких уравнений классическим методом малого параметра, то с увеличением порядка приближения по малому параметру в окрестности особой точки они перестают приближаться к точному решению, т.е. это явление аналогично «бисингулярной задаче» или «задаче с точкой поворота».


Изучению второго класса особых возмущений, кроме работ М.Дж. Лайтхилла, посвящены работы В. Вазова, И. Сибуйя, Ж. Такахаси, К. Комстока, П. Хабетса, Цянь-Сюэ-cена, М.Ф. Притуло, Дж. Темпла и др.

В этих работах даны обоснования метода Лайтхилла при различных предположениях относительно известных функций.


Метод Лайтхилла ищет выражение не только для неизвестной функции, но и для ее аргумента в виде рядов по целым степеням малого параметра от нового независимого переменного (параметра) (см. ниже формулу (4)). При этом, остается некоторый произвол при выборе коэффициентов (в нашем случае xj(()).

К. Алымкуловым разработан метод униформизации
, который является упрощением и обобщением метода Лайтхилла и дает параметрическое представление решения уравнений типа Лайтхилла, когда соответствующие невозмущенные уравнения имеют регулярные и иррегулярные особые точки.

В методе униформизации составляется униформизованное дифференциальное уравнение эквивалентное исходному, в котором нет необходимости выбора коэффициентов разложения независимой переменной, и они автоматически определяются униформизованным уравнением.

Туркманов Ж.К.
 применил метод униформизации к модельному уравнению Лайтхилла в случае, когда соответствующее невозмущенное уравнение имеет слабую особую точку, и к некоторым возмущенным интегро-дифференциальным уравнениям.
Жээнтаева Ж.К.
 применяя метод структурного сращивания  для возмущенного уравнения Лайтхилла первого порядка с регулярной особой точкой построила явные равномерные приближения асимптотики решения начальной задачи Коши.
Зулпукаров А.З.
 применил метод  структурного сращивания для получения асимптотики решений краевых задач бисигулярно возмущенных дифференциальных уравнений второго порядка, т.е. для уравнений с малым параметром при старших производных, в случае когда невозмущенное уравнение имеет точку поворота (слабую особую точку – модельное уравнение Коула и регулярную особую точку).


Преимуществом метода униформизации является его простота, как это отмечено Ван-Дайком по поводу метода Лайтхилла. Однако если мы хотим получить из параметрического представления явное асимптотическое решение с исключением переменного (не постоянного) параметра, то это не увенчается  успехом, так как здесь не применима теорема о неявных функциях (так как не выполняется условие этой теоремы). Даже в случае применимости условия теоремы о неявных функциях прямое получение асимптотики решения методом сращивания представляет самостоятельный интерес. 


К. Алымкуловым 2000-2002 годах была выдвинута идея метода структурного сращивания (СС), который использует представления одинаковой структуры коэффициентов асимптотического разложения внешнего и внутреннего решения по целым и дробным степеням малого параметра на отрезке, где они совпадают (т.е., где они имеют общий отрезок существования). Причем коэффициенты асимптотического разложения внешнего и внутреннего решения обычно содержат полиномы логарифмов от малого параметра. Из метода СС оценка остаточного члена асимптотического разложения решения получается естественным образом.  

Заметим, что этот метод был применен К. Алымкуловым и А.З. Зулпукаровым для бисингулярно возмущенной краевой задачи с малым параметром при старшей производной.

Данная диссертационная работа посвящена построению асимптотики решения сингулярно возмущенного уравнения второго порядка типа Лайтхилла методами униформизации и структурного сращивания.

Цель работы. 1. Получить параметрических представлений решений сингулярно возмущенного обыкновенного дифференциального уравнения Лайтхилла второго порядка, когда соответствующее невозмущенное уравнение имеет регулярную особую точку и обосновать метод униформизации для этих уравнений.

2. Обосновать метод СС для сингулярно возмущенного уравнения Лайтхилла второго порядка, когда соответствующее невозмущенное уравнение имеет регулярную особую точку и получить равномерно пригодного явного по независимому переменному асимптотического представления решения, а также получить оценки остаточного члена.

Методы исследования. Метод униформизации и метод СС для сращивания внутренних и внешних разложений. Метод мажоранты Коши, метод регуляризации Адамара для получения асимптотики интегральных членов.

Научная новизна работы.
1.Обоснован метод униформизации для получения параметрического представления решения сингулярно возмущенного обыкновенного дифференциального уравнения Лайтхилла второго порядка с регулярными особыми точками.

2. Обоснован метод структурного сращивания для получения явного по независимому аргументу асимптотику решения сингулярно возмущенного обыкновенного дифференциального уравнения Лайтхилла второго порядка. Получена оценка остаточного члена по малому параметру любого порядка.
Теоретическая и практическая ценность. Настоящая работа, в основном, носит теоретический характер, но ее результаты могут найти применение в механике жидкостей и газа, в теории нелинейных колебаний и других областях техники и науки.
Основные положения, выносимые на защиту. 

1. Обоснование метода униформизации для сингулярно возмущенного дифференциального уравнения типа Лайтхилла второго порядка, когда соответствующее невозмущенное уравнение имеет регулярную особую точку в начале исследуемого отрезка, в результате которого получается параметрические представления решений рассматриваемых уравнений.

2. Применение метода СС для получения явных асимптотических разложений решения сингулярно возмущенного обыкновенного дифференциального уравнения Лайтхилла второго порядка, а также получение оценки остаточного члена.

Апробация результатов.


Результаты настоящей работы докладывались на научном семинаре кафедры математики, физики и методики преподавания Кыргызско-Узбекского университете (рук. проф. К. Алымкулов) и на городском семинаре математиков г. Ош (рук. проф. К. Алымкулов). Также на международных конференциях посвященной 70-летию проф. Б.А. Арапова (г.Ош, 2013 г.) и посвященной 20-летию КРСУ и 100-летию профессора Я.В. Быкова (Иссык-Куль, 2013 г.).
 
Публикации по теме диссертации: Основное содержание настоящей работы опубликовано в статьях [1-7]. В работах [4-7] К. Алымкулову принадлежит постановка проблемы, а автору – доказательства теорем.
Структура и объём диссертации. Диссертационная работа состоит из трех глав, содержащих 11 параграфов и списка использованных литератур, всего 77 страниц. Нумерация формул в каждом разделе автономная и при ссылке на другой параграф данной главы – двойная: первая цифра указывает номер параграфа, вторая номер формулы. При ссылке на формулу другой главы ссылка трехзначная:  первая цифра указывает на номер главы, вторая номер параграфа, третья на номер формулы.

Краткое содержание работы
В первой главе приводится обзор известных результатов других авторов, связанных с тематикой диссертации, а также обзор рассмотренных задач и полученных результатов в данной диссертации.

Во второй главе строится параметрическое представление  решение задачи Коши 
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где u(0), u(1) – заданные постоянные, 
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– малый параметр, 
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Рассмотрены случаи:

a) §1, q0=q(0)=1,
b) §2, q0=2,

c) §3, 
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d) §4, q0 – иррациональное число.

Соответственно этим случаям, решение соответствующего невозмущен-ного 
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(3)
уравнения имеет вид:
a) логарифмический рост решения в особой точке, т.е. оно имеет представление
a) 
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Доказана
Теорема 1. Пусть выполнены условия: 1) (У), 2) 
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. Тогда решение задачи (1)-(2) существует на отрезке [0,1] и его параметрическое представление имеет вид
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где 
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Причем, это решение уравнения (2) можно получить из следующего униформизованного уравнения
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Пример 1. Рассмотрим задачу 
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Невозмущенное уравнение (2) имеет решение
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Из теоремы 1 вытекает, что если 
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 решение задачи (6) существует на отрезке [0,1].
Действительно, это уравнение точно интегрируется, решая эту задачу, имеем 
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Отсюда
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Если
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 существует на отрезке [0,1]. Интегрируя это выражение найдем
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Из (8) вытекает, что 
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Если же униформизировать задачу (6) при помощи (5), тогда получим
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Из третьего выражения (9) видно, что точке 
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Выражение (10) согласуется с формулой точного решения (8).

Пример 2. Исследована задача
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Это уравнение точно не интегрируется, однако его решение можно представить параметрически точно. Действительно имеем 


[image: image39.wmf]1

1

2

12

1

()(1)(1)(1)(1),

1(1)1

(),

(),1()(1).

1

mmm

m

AmbAmb

uaA

mmmm

zbm

b

xAmAmbm

m

-

-

---

-

-

=+-+-----

-+-

=+

=--=+++

+

ee

xxxxx

xx

e

xxexee


Точке х=0 соответствует точка
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Поэтому, из предыдущего равенства имеем
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Заключение по главе 2. Методом униформизации получены параметрические представления решения задачи (1)-(2).
В третьей главе МСС строится явное решение задачи (1) в случаях a), b), c).
В параграфе 3.1 рассмотрен случай a) т.е. 
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Пусть
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(11)
является внешним решением задачи (1)-(2) и 
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Тогда справедлива 


Теорема 2. Внешнее решение (11) и его производная является асимптотическим рядом на отрезке [((,1] и
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где l– некоторая постоянная не зависящеся от 
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Затем вводится внутренняя переменная при помощи формулы 
x=(t, (=(3.
Строится внутреннее решение уравнения

(t+('(t))(''(t)+q((t)('(t)+(p((t)((t)=r((t)(                          (12)
где  ((t)=u(x)|x=(. Тогда решение задачи (12) представляется в виде 
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Теорема 3. Пусть выполнено условие У и q0=1, тогда внутреннее решение (13) является асимптотическим рядом на отрезке [0,((], 0<(<(<1/2 и справедливы оценки 
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где 
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Далее строится равномерно пригодное решение задачи (1)-(2)  на отрезке [0,1].  Вводится функция 


[image: image57.wmf]2n2nx2nt2nt2nx

X(x,)Au(x,)A(t,)AAu(x,),

e=e+xm-e



[image: image58.wmf]2n2nx2nt2nt2nx

X(x,)Au(x,)A(t,)AAu(x,).

¢¢¢¢

e=e+xe-e


Теорема 4. Пусть выполнено условие теоремы 3 . Тогда 

[image: image59.wmf]].

1

,

0

[

,

)

,

(

)

,

(

)

1

2

(

2

Î

"

£

-

+

x

x

X

x

u

n

n

a

e

e

e

l
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В параграфе 3.2. рассматривается случай  q0=2 и доказана 

Теорема 5. Пусть выполнено условие У и q0=2. Тогда
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где
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Причем внутреннее решение задачи (1)-(2) определяется из уравнения (12), только надо учесть, что 
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Теорема 6. Пусть выполнено условие  У и q0=m Тогда 
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где
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Внешнее решение определяется из уравнения (12), причем
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Пример 3. Исследована задача

(х+(u')u''+(1+x)u'=1, u(1)=a, u'(1)=b.                                          (14)

Вводя обозначение u'(x)=z(x), имеем задачу:

(x+(z)z'+(1+x)z=1, z(1)=b.                                    (15)
Внешнее решение задачи (15) имеет вид: 

z(x)=
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Внутреннее решение имеет вид:

z(x)=
[image: image79.wmf]1
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где ((t)=, x=(t, 
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, с0, с1, с2 – произвольные постоянные, которые определяются, однозначно, в процессе сращивания.

Структурно сращивая внутренне решение с внешним, получим значения произвольных постоянных с0, с1, с2:

с0=2+2e(b–1), c1=0, c2=
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Поэтому равномерное приближение имеет вид:

X'2(x,()=A2xz(x)+{A2t((t,()–A2tA2xz(x)}, x=(t,

где A2xz(x)=х–1(1+e1-x(b–1))+ (
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Интегрируя асимптотическое разложение X'2(x,() получим асимптотическое разложение для решения задачи (14).

Заключение по главе 3. Методом структурного сращивания построены явные асимптотические разложения решения по независимой переменной задачи (1)-(2).
Вывод
· Обобщен метод униформизации для сингулярно возмущенного обыкновенного дифференциального уравнения Лайтхилла второго порядка с регулярными особыми точками. Получены параметрические представления решения задачи (1)-(2). Отметим, что этот вопрос для уравнений первого порядка рассматривался проф. К. Алымкуловым .
· Методом структурного сращивания получены решения задачи (1)-(2) в явном виде по независимой переменной, а также асимптотика решения. Получены оценки остаточных членов по малому параметру. Отметим, что этот вопрос для уравнений первого порядка изучалась в кандидатской диссертации Жээнтаевой  Ж.К. 
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РЕЗЮМЕ

диссертационной работы Абдуллаевой Чолпонай Хабибуллаевны 

на тему «Асимптотика решения сингулярно возмущенного уравнения Лайтхилла второго порядка» на соискание ученой степени кандидата физико-математических наук по специальности 01.01.02 – «Дифференциальные уравнения, динамические системы и оптимальное управление»
Ключевые слова: асимптотический ряд, регулярная особая точка, метод униформизации, метод структурного сращивания, сингулярное возмущенное уравнение, метод математической индукции, регуляризация Адамара.

Объект исследования.  Построение асимптотики решения  задачи Коши для сингулярно возмущенного уравнения Лайтхилла второго порядка с регулярной особой точкой.

Цель исследования:
· построить параметрическое представления асимптотики решения задачи Коши для сингулярно возмущенного уравнения Лайтхилла второго порядка;
· построить явное по независимому переменному асимптотики решения задачи Коши для сингулярно возмущенного уравнения Лайтхилла второго порядка.

Методы исследования: метод униформизации, метод структурного сращивания, метод математической индукции, регуляризация Адамара.
Научная новизна:
· методом униформизации получено параметрическое представление решения задачи Коши для сингулярно возмущенного уравнения Лайтхилла второго порядка;

· методом структурного сращивания построены явное по независимой переменной асимптотика решения задачи Коши для сингулярно возмущенного уравнения Лайтхилла второго порядка и получена оценка остаточного члена по малому параметру.

Абдуллаева Чолпонай Хабибуллаевнанын «Экинчи тартиптеги сингулярдуу козголгон Лайтхиллдин теңдемесинин чыгарылышынын асимптотикасы» деген темадагы 01.01.02 – «Дифференциалдык теңдемелер, динамикалык системалар жана оптималдуу башкаруу» адистиги боюнча физика-математика илимдеринин кандидаты илимий даражасын изденип алуу үчүн жазылган диссертациясынын

РЕЗЮМЕСИ

Урунттуу сөздөр: асимптотикалык катар, регулярдуу өзгөчө чекит, униформизация методу, структуралык жалгаштыруу методу, сингулярдуу козголгон теңдеме, математикалык индукция методу, Адамар регулярлаштыруусу. 

Изилдөөнүн обьектиси. Сингулярдуу козголгон, регулярдуу өзгөчө чекиттүү экинчи тартиптеги Лайтхилдин теңдемесинин Коши маселесинин  чыгарылышынын асимптотикасын тургузуу.

Изилдөөнүн максаты:
· экинчи тартиптеги сингулярдуу козголгон Лайтхиллдин теңдемеси үчүн Коши маселесинин чыгарылышынын параметрдик асимптотикасын тургузуу;

· Коши маселесинин чыгарылышынын асимптотикасын айкын түрдө көз каранды эмес өзгөрүлмөсү боюнча тургузуу.

Изилдөөнүн методдору: униформизация жана структуралык жалгаштыруу методдору, математикалык индукция методу, Адамар регулярлаштыруусу. 

Изилдөөнүн илимий жаңылыктары:
· униформизация методу менен экинчи тартиптеги сингулярдуу козголгон Лайтхилдин теңдемеси үчүн Коши маселесинин чыгарылышынын параметрдик асимптотикасы тургузулду;
· структуралык жалгаштыруу методу менен униформизация методу менен экинчи тартиптеги сингулярдуу козголгон Лайтхиллдин теңдемеси үчүн Коши маселесинин чыгарылышынын айкын асимптотикасы тургузулуп, кичине параметр боюнча калдык мүчө бааланды.

SUMMARY
Dissertation «Asymptotic of solution of the singularly perturbed Lighthill’s equation of the second order» of Abdullaeva Cholponay Habibullaevna is submitted for the scientific degree of candidate of physical-mathematical sciences by the specialty 01.01.02 – «Differential equations, dynamical systems and optimal control»

Key words: asymptotic series, the regular singular point, method of uniformization, method of structural matching, the singularly perturbed equation,  method of mathematical induction, Hadamard’s regularization.


Object of research. The construction of the asymptotical solution of the Cauchy problem for second order singular perturbed equation of Lighthill with the regular singular point.


Research aim: 

– construction of the parametric representative of the asymptotical solution of the Cauchy problem for second order singular perturbed equation of Lighthill;

– construction of the explicit form of the asymptotic solution of the Cauchy problem for second order singular perturbed equation of Lighthill.

Research Methods: method of uniformization and method of structural matching,  method of mathematical induction, Hadamard’s regularization.


Scientific novelty: 
– by method of uniformization is constructed the parametric representative asymptotic of the solution of the Cauchy problem for second order singular perturbed equation of Lighthill;
– by method of structural matching is constructed the explicit form of the asymptotic of solution of the Cauchy problem for second order singular perturbed equation of Lighthill and valuation of remainder term on small parameter is obtained
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