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Актуальность темы. Многие проблемы, возникшие в приложениях, в частности задача о движении газа в канале, окруженной пористой средой, задачи тепло и массопереноса, задача о распространении электрических колебаний, задача о движении проводящей жидкости в электромагнитном поле, совместно-раздельные течения вязкоупругой и вязкой жидкостей и другие процессы, происходящие в двухслойных средах с резко отличающимися физическими свойствами приводят к рассмотрению задач сопряжения, когда в разных частях рассматриваемой области заданы уравнения разных типов.

Одним из важных классов уравнений с кратными характеристиками является уравнение третьего порядка 
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которое является обобщением известного линейного уравнения Кортевега – де Фриза – Бюргерса
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где 
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 некоторые постоянные, частные случаи которого встречаются в вопросах распространения волн в слабодиспергирующих средах при распространении волн в холодной плазме, магнитной гидродинамике, задачах нелинейной акустики, гидродинамической теории космической плазмы.

Кроме этого изучение распространения плоской звуковой волны в вязкой жидкости в случае одномерных течений сводится к рассмотрению системы уравнений 
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где 
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 - постоянная плотность, выражающая равновесное состояние жидкости, 
[image: image6.wmf]r

 - малое отклонение плотности, 
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 - динамическая вязкость, 
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 - объемная вязкость, 
[image: image9.wmf]s

2

0

p

c

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

=

r

 - квадрат скорости распространения звуковой волны, 
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- характеризует давление жидкости, 
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 - малое возмущение скорости частицы жидкости, 
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 - интенсивность источника. 


Если исключить плотность 
[image: image13.wmf]r

, то получим уравнение в частных производных третьего порядка относительно 
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где 
[image: image16.wmf]x
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 - диссипативный элемент.


Часто волны распространяются в средах, параметры которых резко меняются при переходе через некоторые линии или поверхности. В таких случаях при постановке краевых задач получаются дифференциальные уравнения с разрывными коэффициентами и условиями сопряжения в точках разрыва.

Многие современные проблемы прикладных наук, в том числе технических и инженерных, приводят к исследованию нелинейных краевых задач как для обыкновенных, так и для уравнений с частными производными. Нелинейный подход дает возможность охватить тонкие наиболее важные черты явлений, ускользающие при линейной трактовке. Однако, в математическом плане его реализация осложняется серьезными затруднениями как в фундаментальных исследованиях нелинейных краевых задач, так и при доведении этих исследований до практически реализуемых алгоритмов.
Постановка корректных краевых задач для уравнений смешанного типа третьего порядка, линейных и нелинейных уравнений в частных производных третьего порядка, и их исследования, имеют не только теоретическую, но и практическую ценность. Известно, что с ростом порядка уравнения усложняется не только постановка корректных краевых задач, но и их исследования. 

Данная работа посвящена исследованию решений краевых задач для линейных и нелинейных уравнений смешанного типа третьего порядка.
Цель работы.  
1. Доказать существование и единственность решений краевых задач для линейных уравнений смешанного типа третьего порядка с характеристическими и нехарактеристическими линиями сопряжения.

2. Доказать существование и единственность решений локальных и нелокальных краевых задач для нелинейных уравнений смешанного типа третьего порядка.

Методика исследования. В работе использованы следующие методы: метод редукции краевых задач к интегральным уравнениям типа Фредгольма и Вольтерра, метод функции Римана и Грина, метод последовательных приближений, метод сжатых отображений.


Научная новизна работы. Основные научные результаты:
1. Методом функции Римана и интегральных уравнений доказаны теоремы существования и единственности решений краевых задач для линейных смешанных уравнений третьего порядка с характеристическими линиями сопряжения. 
2. Методом функции Римана и интегральных уравнений доказаны теоремы существования и единственности решений краевых задач для линейных смешанных уравнений третьего порядка с нехарактеристическими линиями сопряжения. 

3. Доказаны теоремы существования и единственности решения краевой задачи для нелинейного уравнения смешанного типа третьего порядка с характеристической линией сопряжения.
4. Доказаны теоремы существования и единственность решения нелокальной краевой задачи для нелинейного уравнения смешанного типа третьего порядка.

Теоретическая и практическая ценность. Результаты работы представляют, прежде всего, теоретический интерес. Они могут быть использованы при разработке теории краевых задач для линейных и нелинейных уравнений смешанного типов, а также при решении прикладных задач, приводящихся к таким уравнениям.

Основные положения, выносимые на защиту:

- Доказательство достаточных условий существования решений для смешанных уравнений третьего порядка с характеристической линией изменения типа;    

- Доказательство достаточных условий существования решений для смешанных уравнений третьего порядка с не характеристической линией изменения типа;   

- Доказательство достаточных условий существования решений для смешанных уравнений третьего порядка с младшими членами с характеристической линией изменения типа;
- Доказательство достаточных условий существования решений для смешанных уравнений третьего порядка с младшими членами с не характеристической линией изменения типа;
· Доказательство теорем существования и единственности решения краевых задач для нелинейного уравнения смешанного типа третьего порядка с линией сопряжения.
· Доказательство теоремы существования и единственности решения нелокальной краевой задачи для нелинейного уравнения смешанного типа третьего порядка с линией сопряжения.

Апробация работы. Результаты работы регулярно докладывались и обсуждались на семинарах кафедры алгебры и геометрии ОшГУ, руководитель – д.ф.-м.н. проф. Г.Матиева; кафедры прикладной математики ОшТУ, руководитель - д.ф.-м.н. профессор А.Сопуев; на межвузовском научном семинаре «Актуальные проблемы математики и информатики»  при факультете математики и информационных технологий ОшГУ, руководитель - д.ф.-м.н., проф. К. Алымкулов; на международной научно-практической конференции «Актуальные проблемы физики, математики и информатики», посвященной 2200-летию Кыргызской государственности (Ош, 2003); на международной научной конференции «Дифференциальные уравнения с частными производными и родственные проблемы анализа и информатики», посвященной 70-летию академика АН РУз Т.Д. Джураева (Ташкент, 2004); на международной научной конференции «Проблемы современной математики и механики», посвященной 60-летию первого научного учреждения по математическим исследованиям Сектора математики и механики и 40-летию Института математики (г. Алматы, 2005 г.); на II международной научной конференции «Асимптотические, топологические и компьютерные методы в математике», посвященной 75-летию академика М.И. Иманалиева (Бишкек, 2006).


Публикации. Основное содержание диссертации опубликовано в 11 работах [1]-[8] и в трех тезисах докладов [9], [10], [11] приведенных в конце автореферата.

Личный вклад автора в совместных работах. В совместных работах [1], [2], [3], [9], [10], [11] постановка задачи принадлежит научному руководителю, а доказательство теорем существования и единственности решений, получение основных результатов – автору. 
Структура, объем и краткое содержание диссертации. Диссертация  состоит из введения, перечня условных обозначений, четырех глав, состоящих из 11 разделов, списка использованных источников из 81 наименований и заключения. Нумерация разделов – двойная: первая цифра указывает на номер главы, вторая – на номер раздела. Нумерация теорем, формул, следствий, примеров – тройная: первая цифра указывает на номер главы, вторая – на номер раздела, третья – на порядковый номер в разделе. Объем текста 125 страниц.    
Краткое содержание работы

Первая глава работы посвящена обзору литературы по отысканию условий существования и единственности решений линейных и нелинейных смешанных уравнений третьего порядка 

В разделе 2.1 в области 
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(1)

исследована 


Задача 2.1.1. Найти функцию 
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 удовлетворяющую уравнению (1) в области 
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где 
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заданные функции, причем
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Отметим, что линия 
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 одновременно является характеристикой и линией изменения типа уравнения (1).


Введя следующие обозначения 
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и переходя к пределу при 
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Систему (6) будем решать при условиях 
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         (7)


Методом интегральных оценок доказывается 
Лемма 2.1.1. Если выполняются условия 
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         (8)

то решение системы (6) с краевыми условиями (7) единственно.
Методом функции Грина решение системы (6) с краевыми условиями (7) эквивалентно сводится к интегральному уравнению Фредгольма второго рода 
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(9)

разрешимость которого следует из единственности решения задачи (6), (7). Здесь 
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 известные функции, причем 
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После определения 
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 из (6) решение задачи 2.1.1 сводится к решению двух вспомогательных задач, которые решаются методами функции Грина и Римана.


Таким образом, разрешимость задачи 2.1.1 установлена в следующей теореме.


Теорема 2.1.1. Если выполняются условия (3), (4) и (8), то решение задачи 2.1.1 единственно, если существует.

В разделе 2.2 в области 
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где 
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причем
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Уравнение (10) при 
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В силу того, что линия 
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Выпишем решение уравнения (14), удовлетворяющее первые два условия (11) и 
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где 
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Разрешимость системы уравнений (17), (18), (19) эквивалентно редуцируется к интегральному уравнению Вольтерра второго рода
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Далее разрешимость задачи 2.2.1 в области 
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с конкретными граничными данными. 

Методом сеток построено численное решение этой же задачи и проведен численный анализ между точным и приближенным решениями. 
Третья  глава посвящена отысканию условий существования решений для линейных уравнений смешанного типа третьего порядка с младшими членами. 
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где 
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Задача 3.1.1. Найти функцию 
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Введя обозначения
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Решая систему (24) при условиях 
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получим интегральное уравнение Фредгольма второго рода
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то решение задачи 3.1.1 существует и единственно.

В разделе 3.2 в области 
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Задача 3.2.2. Найти функцию 
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где 
[image: image112.wmf]0
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Задача 3.2.1 исследуется также, как и задача 3.1.1. При решении этой задачи придем к задаче 



[image: image113.wmf][

]

),

0

(

)

(

),

0

(

)

0

(

,

)

x

(

T

)

x

(

)

0

,

x

(

c

)

x

(

'

2

'

1

2

c

n

c

n

t

n

n

=

=

=

+

¢

¢

l



         (28)

которая однозначно разрешима относительно 
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где 
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Нетрудно заметить, что условие (29) имеет существенное значение, так как не выполнение этого условия приведет к нарушению единственности решения задачи (28). Например, при 
[image: image117.wmf],...

2

,

1

n

,

)

n

(

)

0

,

x

(

c

2

2

±

±

=

º

l

p

 

эта задача имеет счетное множество решений вида
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Определив 
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 - известные функции, выражающиеся через данные задачи 3.2.1, разрешимость которого устанавливается при выполнении условия
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Таким образом доказывается 


Теорема 3.2.1. Если выполняются условия (23), (29) и (30), то решение задачи 3.2.1 существует и единственно.
Аналогичным образом решается задача 3.2.2. Если введем новую неизвестную функцию 
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то для неё придем к задаче
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Функция Грина задачи (31) имеет вид
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Тогда для 
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 - заданные функции, выражающиеся через данные задачи 3.2.2.
Таким образом, разрешимость задачи 3.2.2 устанавливается в следующей теореме.

       Теорема 3.2.2. Если выполняются условия (27), (29) и 
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то решение задачи 3.2.2. существует и единственно.


Раздел 3.3 посвящен изучению краевых задач в области 
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Здесь, прямая 
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Задача 3.3.1. Найти функцию 
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Пусть 
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Методом функции Грина, Римана и интегральных уравнений решение задачи 3.3.1 эквивалентным образом сведем к решению системы уравнений
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Имеет место


Теорема 3.3.1. Если выполняются условия (34) и
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Четвертая глава посвящена исследованию задачам сопряжения для нелинейных уравнений смешанного типа.

В разделе 4.1 в области 
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           Задача 4.1.1. Найти функцию 
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и с условиями сопряжения 
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причем
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Переходя к пределу при 
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Система уравнений (41) является замкнутой системой интегральных уравнений Фредгольма второго рода и для его решения применим принцип сжатых отображений. С этой целью систему уравнений запишем в виде операторного уравнения 
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Показано, что оператор 
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2) удовлетворяют условие Липшица по 
[image: image197.wmf]2

1

g

,

g

:


[image: image198.wmf],

)

,

,

0

,

(

)

,

,

0

,

(

)

2

(

2

)

1

(

2

)

0

(

2

)

2

(

1

)

1

(

1

)

0

(

1

)

2

(

2

)

2

(

1

)

1

(

2

)

1

(

1

g

g

L

g

g

L

g

g

x

f

g

g

x

f

i

i

i

i

-

+

-

£

-



       (45)

где 
[image: image199.wmf])

2

,

1

(

,

,

0

2

0

1

0

=

i

L

L

T

i

i

i

 - положительные числа.


Докажем, что оператор 
[image: image200.wmf]A

 является на шаре 
[image: image201.wmf])

M

,

g

(

S

)

0

(

 оператором сжатия. Пусть 
[image: image202.wmf]).

M

,

g

(

S

g

)

0

(

Î

 Будем предполагать, что 
[image: image203.wmf].

1

<

l

 Тогда 
[image: image204.wmf]]

,

0

[

C

Ag

l

Î

 и, кроме того, 
[image: image205.wmf]]

,

0

[

x

l

Î

"

 справедливо неравенство 

[image: image206.wmf],

M

g

Ag

)

0

(

£

-


если 


[image: image207.wmf]T

2

M

,

2

/

)

1

T

M

4

1

(

*

1

<

-

+

=

<

l

l

, 
[image: image208.wmf]).

T

,

T

max(

T

20

10

=


         (46)

Аналогично получим 
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из неравенства 
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Задача 4.1.3. Найти в области 
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2) удовлетворяют условие Липшица по 
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Методом сжатых отображений, доказана однозначная разрешимость задач 4.1.2 и 4.1.3 при выполнении условий (49), (50).

Таким образом, имеет место

Теорема 4.1.1. Если выполняются условия (39), (44), (45), (48), (49), (50), то решение задачи существует и единственно.
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Методом интегральных уравнений и сжатых отображений доказана  однозначная разрешимость задачи 4.2.1. 

В разделе 4.3 в области 
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Разрешимость задачи 4.3.1 сводится к замкнутой системе интегральных уравнений Фредгольма второго рода и для его решения применен принцип сжатых отображений. Система уравнений записана в виде операторного уравнения 
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в котором 
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 - вектор–функция с компонентами 
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, а оператор 
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 определен на множестве функций 
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 и его компоненты определяются формулами
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- известные функции, выражающиеся через функции Грина и заданные функции.
Норму g определим равенством 
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 Докажем, что оператор А осуществляет сжатое отображение шара  
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 в себя, где M - некоторое заданное число. Для элементов 
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 В силу свойств заданных функций 1) - 2) заключаем, что 
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Установлено, что оператор 
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 является на шаре 
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Тогда, в силу теоремы С.Банаха в шаре 
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 существует и притом только одна неподвижная точка отображения, т.е. существует только одно решение уравнения (56). Решая это уравнение, например, методом последовательных приближений, мы однозначно определим все компоненты вектора 
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 в области 
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 Тем самым определяем решение задачи 4.3.1 в области 
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Решение задачи 4.3.1 в области 
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 сводится к решению уравнения (51), удовлетворяющее краевым условиям (53) и 
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, которое однозначно разрешимо. 


Таким образом, доказана


Теорема. Если выполняются условия 1) - 3) и (58), то решение задачи 4.3.1 существует и единственно.
Разработанные методы исследования указанных выше задач применимы в теории краевых задач для линейных и нелинейных уравнений смешанного типа, в теории уравнений в частных производных, в развитии метода Римана для гиперболических уравнений. Полученные результаты могут быть использованы при построении математических моделей физических процессов и явлений, приводящихся к таким уравнениям.
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