

ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ
Актуальность темы. Теория интегральных уравнений первого и третьего рода как область теории некорректных задач возникла и развивалась последние шесть десятилетий.
Некорректные задачи имеют большое прикладное значение, к ним приводят как физические задачи (задачи интерпретации данных физических приборов, задачи автоматического регулирования, обратные задачи гравиметрии, обратные задачи кинематики сейсмики и т.д.), так и чисто математические проблемы (задача Коши для гиперболических уравнений, задача обращения преобразования Лапласа, задача аналитического продолжения т.д.).
Математически такие задачи сводятся к интегральным уравнениям первого и третьего рода, где ядро представляет свойства среды, свободный член – результаты измерений на границах, искомая функция – показатели среды во внутренних точках. Если происходит простое суммирование, то уравнение является линейным; если еще имеет место взаимодействие между показателями среды в различных точках, то возникает нелинейное уравнение. В противоположность «прямым» задачам - суммированию известных функций – такие задачи стали называться обратными. 
Возникновение в работах А.Н.Тихонова, М.М.Лаврентьева и В.К.Иванова  нового понятия корректности постановки таких задач, отличного от классического, дало средство для исследования некорректных задач и стимулировало интерес к интегральным уравнениям первого и третьего рода.
Ранее для получения достаточных условий существования решений интегральных уравнений  Вольтерра первого рода в работах А.М.Денисова  и других авторов применялся метод дифференцирования для достаточно гладких заданных функций. В работах М.И.Иманалиева, А.Асанова исследовались интегральные уравнения Вольтерра первого рода с негладкими ядрами.
 Различные вопросы теории интегральных уравнений первого и третьего родов исследовались в работах А.Н.Тихонова, М.М.Лаврентьева, В.Я.Арсенина, В.К.Иванова, В.В.Васина, В.П.Танана, В.Г.Романова, Ю.Е.Аниконова, С.П.Шишатского, В.А.Морозова, А.Л.Бухгейма, А.М.Денисова, Н.С.Габбасова, С.И.Кабанихина, М.И.Иманалиева, А.Асанова, А.С.Апарцина, Т.Д.Омурова, А.У.Серикбаева, А.Саадабаева, Г.С.Ободоевой  и др.
Настоящая диссертация посвящена исследованию вопросов регуляризации, единственности и существования решений интегрального уравнения Фредгольма третьего рода.
Актуальность  проблемы обусловлена потребностями в разработке новых подходов для регуляризации, единственности и существования решений линейных и нелинейных интегральных уравнений Фредгольма третьего рода.
Цель работы.
1. Найти достаточные условия существования и единственности решений линейных интегральных уравнений Фредгольма третьего рода.
2. Найти достаточные условия существования и единственности решений нелинейных интегральных уравнений   Фредгольма третьего рода.
3. Найти достаточные условия существования и единственности решений  систем интегральных уравнений Фредгольма третьего рода.
4. Построить регуляризирующий оператор для систем линейных интегральных уравнений Фредгольма третьего рода на полуоси.
Научная новизна работы. Основные научные результаты:
1. Найдены необходимые и достаточные условия единственности решений для одного класса линейных  интегральных уравнений Фредгольма третьего рода и их систем. 
2. Найдены необходимые и достаточные условия существования решений для одного класса линейных  интегральных уравнений Фредгольма третьего рода и их систем. 
3. Доказана теорема единственности решения  линейных интегральных уравнений Фредгольма  третьего рода на полуоси.
4. Построен регуляризирующий оператор по М.М.Лаврентьеву для решения  систем линейных интегральных уравнений Фредгольма  третьего рода на полуоси.
Методика исследования. В работе предложен новый метод исследования линейных и нелинейных интегральных уравнений Фредгольма третьего рода. Далее предложенный метод применен для исследования систем линейных и нелинейных интегральных уравнений Фредгольма третьего рода. Применен метод регуляризации М.М.Лаврентьева для исследования систем  линейных интегральных уравнений Фредгольма третьего рода на полуоси.
Апробация работы. Результаты работы докладывались и обсуждались на семинарах: Института теоретической и прикладной математики НАН КР, руководитель – д.ф.-м.н., академик М.И.Иманалиев; Ошского Государственного Университета, руководитель – д.ф.-м.н., член-корр. К.Алымкулов; Кыргызского Государственного Технического Университета им. И.Раззакова, руководитель – д.ф.-м.н., проф. М.Дж.Джаманбаев; на международной конференции КРСУ по математике, г.Бишкек, 2010г.;  на международной конференции по математике, посвященной 80-летию академика М.И.Иманалиева, г.Бишкек, 2011г.; на международной конференции по математике «Обратные и некорректные задачи математической физики», посвященной 80-летию академика М.М.Лаврентьева, г.Новосибирск, 2012г.
Публикации по теме диссертации: По теме диссертации опубликованы 8 статей  [1-6,8-9] и 1 тезис доклада [7]. 
[bookmark: _GoBack]В совместных работах [5-9] постановка задачи и обсуждения полученных результатов принадлежат соавторам, а получение основных результатов – автору.
Структура, объем и краткое содержание диссертации: Диссертация состоит из введения, трех глав, состоящих из 11 разделов, заключения и списка использованных источников из 99 наименований. Нумерация разделов – двойная: первая цифра указывает на номер главы, вторая – на номер раздела. Нумерация теорем, формул, следствий, примеров – тройная: первая цифра указывает на номер главы, вторая – на номер раздела, третья – на порядковый номер в разделе. Объем текста  86 страниц.    

КРАТКОЕ СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ
В первой главе содержится обзор литературы по интегральным уравнениям Фредгольма первого и третьего родов, по системам интегральных уравнений  третьего рода.
Во второй главе на основе нового метода исследованы вопросы единственности и существования решения линейных и нелинейных интегральных уравнений Фредгольма  третьего рода. Доказана теорема единственности решения линейных интегральных уравнений Фредгольма третьего рода на полуоси. Получена явная формула для решения одного класса линейных интегральных уравнений Фредгольма третьего рода.
В 2.1 рассматривается интегральное уравнение Фредгольма третьего рода с вырожденным ядром
                    (1)
где =0,  и  – известные непрерывные на  функции,  - искомая непрерывная на  функция, .
Всюду будем предполагать, что
                                                    (2)
где  
Предположим выполнение следующих условий:
a) Для всех  и для всех 

где


b) Для всех  и для всех 

где


 
Введя следующие обозначения
    (3)
 
 

                                    (4)
запишем систему уравнений  
                                                   (5)
Теорема 2.1.1. Пусть , где матрицы K и L определены через (3), (4) и (5). Тогда:
1. Если , то интегральное уравнение (1) не имеет решений в пространстве ;
2. Если , то интегральное уравнение (1) имеет единственное решение в пространстве ;
3. Если , то интегральное уравнение (1) имеет решение в пространстве , которое зависит от n-r параметров.  
В 2.2 рассматривается уравнение

a(t)u(t) + u(s)ds = f(t),  t [t0 , ),                                (6)
где a(t), K(t, s)  и f(t) -  известные функции,a(t0 ) = 0,  u(t) – неизвестная функция. 
Всюду будем предполагать, что

 K(t, s) =                                                  (7)


где dsиds являются элементами изС[t0 , ).
Введем новую функцию
M(t, s) = P(t, s) + Q(s, t),                                                   (8)
где (t, s) G = {t, s): t0<s<t<},  P(t, s) и Q(s, t) определены в (7).
	Будем предполагать выполненными следующие условия:


a) a(t) С[t0 , ) и M(t, s) имеют производные(t, s), (t, s), 

(t, s) при всех (t, s)G, , где M(t, s) определены по формулам (8) и (7); 



б) (t, s)  L1(G), (t, t0) L1 (t0 , ),функции M(t, t0 ), ds являются элементами из класса C[t0 , );
в) выполняется хотя бы одно из следующих условий:
1)  a(t) > 0  при почти всехt [t0 , ) ;

2) (t, t0)< 0  при почти всехt (t0 , );

3) (t, s)< 0при почти всехt (t0 , ).
Теорема 2.2.1. Пусть выполняются условия  а), б) и  в). Тогда решение уравнения (6) единственно в пространстве  L1[t0 , ).
В 2.3 рассматривается линейное интегральное уравнение третьего рода.
                     (9)
где =0,  и  – известные непрерывные функции на ,
 при всех ,  известная непрерывная функция на ,  - искомая непрерывная функция на ,  параметр, .
Всюду будем предполагать, что
          (10) 
Предположим выполнение следующих условий:
a) Для всех ,  где
    

b) Для всех ,  где


 
Рассмотрим линейное интегральное уравнение 
                          (11)
со следующими условиями:
               (12)
Теорема 2.3.1. Пусть выполняются условия  а) и b). Тогда решение интегрального уравнения (9) в пространстве  эквивалентно решению интегрального уравнения второго рода (11) с условиями (12).
В 2.4 исследуется уравнение
,     (13)
где , ,  и  – известные непрерывные функции в , 
,  при  неизвестная непрерывная функция в .
Будем предполагать выполненными следующие условия:
а) ,  при всех , , ,  и  – непрерывные функции в ;
б)для любогои , , .
Теорема 2.4.1. Пусть выполняются условия  а) и б). Тогда интегральное уравнение (13)  в пространстве эквивалентно следующей задаче
              (14)
                                            (15)
Кроме того, если
     (16)
то решение интегрального уравнения (13) в пространстве  существует и единственно. Это решение определяется следующей формулой:
                           (17)
где
 (18)
В 2.5 рассматривается интегральное уравнение третьего рода

             (19)
где  и  известные непрерывные функции в  при  неизвестная непрерывная функция в 
Будем предполагать выполненными следующие условия:
а)   при всех 
 и   непрерывные функции в  
б) 
]
Теорема 2.5.3.  Пусть выполняются условия а) и б). Тогда интегральное уравнение  (19)  в пространстве   эквивалентно следующему уравнению

                             (20)
с условиями
                            (21)
              (22)
В 2.6 рассматриваются следующие нелинейные интегральные уравнения третьего рода
                 (23)
где   и   - известные непрерывные на    функции,        функция,   - известная непрерывная на    функция  и   - искомая непрерывная на    функция,  действительный параметр, .
Всюду будем предполагать, что
                      (24)
Полагая  ,  из (23) имеем
                                (25)
Вычитая (25) из (23) получим
      (26)
где   
	Предположим выполнение следующих условий:
а) Для всех   где  



б) Для всех   где 


Теорема 2.6.1. Пусть выполняются условия (24), а) и б). Тогда решение интегральных уравнений (23) в пространстве     эквивалентно к решению следующих интегральных уравнений второго рода
                    (27)
с условиями
           (28)
В третьей главе на основе нового метода исследованы вопросы единственности и существования решения систем линейных интегральных уравнений Фредгольма  третьего рода. Далее на основе предложенного метода доказана теорема единственности и существования решения систем нелинейных интегральных уравнений Фредгольма третьего рода. Построен регуляризирующий оператор для решения систем линейных интегральных уравнений Фредгольма третьего рода на полуоси.
В 3.1 исследуются следующие системы линейных интегральных уравнений третьего рода
,   (29)
где  и  – известные,непрерывные на , функции,  при всех ,  – известные непрерывные на  функции,  - искомые непрерывные на  функции, 
 – действительный параметр, существует   такое, что для всех и для всех   при всех .
Замечание 3.1.1. Если , то для всех .
Всюду будем предполагать, что 

                              (30)
Предположим выполнение следующих условий:
а) Для всех  и 
, где 
,
;
б) Для всех  и 
, где 
,
.
Теорема 3.1.1. Пусть выполняются условия а) и б). Тогда решение систем интегральных уравнений (29) в пространстве  эквивалентно решению систем следующих линейных интегральных уравнений второго рода
(31)
с условиями
      (32)
где 
В 3.2 изучаются следующие системы нелинейных интегральных уравнений третьего рода
     (33)
где  - параметр,  и  – известные непрерывные на  функции,  при всех ,  – известные непрерывные функции на ,  - искомая непрерывная на  вектор-функция, существует   такое, что для всех  и для всех   при всех .
Всюду будем предполагать, что 
                (34)
где .
Полагая , из (33) имеем
                   (35)
Вычитая (35) из (33) получим

                                         (36)
Предположим выполнение следующих условий:
а) Для всех  и , где 

,
;
б) Для всех  и , где 

,
.
Теорема 3.2.1. Пусть выполняются условия (34), а) и б). Тогда решение систем нелинейных интегральных уравнений (33) в пространстве  эквивалентно решению систем следующих нелинейных интегральных уравнений второго рода
 (37)
с условиями
   (38)
В 3.3 	одновременно рассматриваются следующие системы линейных интегральных уравнений вида
Fu = f(t),  t [tо, Т ] ,                                                (39)
v(t,)+Fv = f(t),  t [tо , ,                                            (40)
где
Fu=t)u(t)+ u(s)ds,  t [, ,                             (41)
t), K(t,s) - известные  мерные матричные функции,  известная  мерная вектор-функция, u(t) и v(t,) – искомые   мерные вектор-функции,  = 0, 0 < - малый параметр.
Предположим выполнение следующего условия:
1) ,  собственные значения матрицы 
при всех  t [, 
L2(, где   и   определены в (41),   матрица, сопряженная к матрице  
 С помощью  вводим матричную функцию
                 (42)
Тогда в силу (42) эрмитово матричное ядро    разлагается в ряд в смысле сходимости в норме пространства  L2(.
 (43)
где   ортонормированная последовательность собственных функций из L2,n[, , последовательность соответствующих ненулевых собственных значений интегрального оператора Фредгольма , порожденного самосопряженным матричным ядром  Q(t,s), причем элементы  {v}  расположены в порядке убывания их модулей. В случае  Q(t,s)=0 при всех (t,s)  будем считать, что 1 = 2 =…=p= 0.
	Потребуем выполнения следующих условий:
2) a(t) >0  при почти всех t
3) В разложении (43) все элементы последовательности {} неотрицательны;
4)  Оператор  порожденный матричным ядром  Q(t,s), определенным по формуле (42) и (43), положительный, т.е. все собственные значения   матричного ядра Q(t,s) положительны  
Теорема 3.3.1. Пусть выполняется условие 1). Тогда:
а) если выполняется условие 2) и 3), то решение системы (39) единственно в пространстве L2,n[, ;
б) если выполняется условия 3), то для любых  f(t)L2,n[, и >0 система (40) имеет единственное решение v(t,)  из пространства L2,n[, . При этом решение v(t,) непрерывно зависит, от правой части  f(t) системы  (40) по норме  L2,n[, ,  т.е.



||v(t,) || ||f(t,) ||, >0.                                           (44)
ВЫВОДЫ

Предложен метод исследования скалярных и систем интегральных уравнений  Фредгольма третьего рода с непрерывным ядро. С помощью предложенного метода доказаны, теоремы единственности и сушествования решений для скалярных и систем интегральных уравнений  Фредгольма третьего рода с непрерывным ядро в пространстве непрерывных функций .
Построен регуляризирующий оператор по М.М.Лаврентьеву и доказана теорема единственности для  решения систем линейных  интегральных уравнений  Фредгольма  третьего рода на полуоси.
Автор выражает глубокую благодарность и искреннюю признательность своему научному руководителю,  доктору физико-математических наук, академику М.И.Иманалиеву за оригинальные постановки задач, ценные и полезные советы, постоянное внимание и обсуждение результатов работы.
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РЕЗЮМЕ
Асанов Рухидин Авытовичтин «Чектелбеген областтагы Фредгольмдун үчүнчү түрдөгү интегралдык теңдемелеринин чыгарылыштарынын өзгөчөлүктөрү» диссертациясы физика-математикалык илимдердин кандидаты даражасын 01.01.02 – дифференциалдык теңдемелер, динамикалык системалар жана оптималдык башкаруу адистиги боюнча алуу үчүн сунушталган

Урунттуу сөздөр: Фредгольмдун интегралдык теңдемелери, Фредгольмдун интегралдык теңдемелеринин системасы, үчүнчү түр, жарым ок, сызыктуу, сызыктуу эмес, жалгыздыгы, жашашы, регуляризациялоо жана корректтүү эмес маселе.
Диссертациялык иштин объектиси - Фредгольмдун үчүнчү түрдөгү интегралдык теңдемелерин жана алардын системаларын изилдөө.
Фредгольмдун үчүнчү түрдөгү интегралдык теңдемелеринин жана алардын системаларынын чыгарылышынын жалгыздыгы, жашашы жана регуляризациясы бул иштин максаты болуп эсептелет.
Изилдөөдө М.М.Лаврентьевдин регуляризация методу жана жаңы сунушталган метод колдонулду. Бул методдун жардамы менен Фредгольмдун үчүнчү түрдөгү интегралдык теңдемеси жана системасынын чыгарылышы Фредгольмдун экинчи түрдөгү интегралдык теңдемесине жана системасына кошумча шарттар менен чыгарууга эквиваленттүү экендиги далилденген. Фредгольмдун үчүнчү түрдөгү интегралдык теңдемесинин, системасынын чыгарылышынын жалгыздык теоремалары жана жашоо теоремалары далилденген. Ал теңдемелердин системасынын чыгарылыштары үчүн М.М.Лаврентьев боюнча регуляризациялоо оператору тургузулган.
Көптөгөн практикалык маселелер оптималдык башкаруу маселелерине келтирилет. Иштин изилдөө натыйжалары, Фредгольмдун үчүнчү түрдөгү интегралдык теңдемелерине келтирилүүчү, оптималдык башкаруу маселелерин изилдөөгө мүмкүнчүлүк берет.

РЕЗЮМЕ
диссертации Асанова Рухидина Авытовича на тему «Особенности решения интегральных уравнений Фредгольма третьего рода в неограниченных областях» на соискание ученой степени кандидата физико-математических наук по специальности 01.01.02 – дифференциальные уравнения, динамические системы и оптимальное управление

Ключевые слова: Интегральное уравнение Фредгольма, система интегральных уравнений Фредгольма, третий род, полуось, линейные, нелинейные, единственность, существование, регуляризация и некорректная задача.
Объектом исследования диссертационной работы является изучение интегральных уравнений Фредгольма третьего рода и их систем.
Цель работы заключается в исследовании вопросов единственности, существования и регуляризации решений интегальных уравнений Фредгольма третьего рода и их систем.
В исследовании применен метод регуляризации по М.М.Лаврентьеву и предложен новый метод. На основе этого метода доказано, что решение скалярных интегральных уравнений Фредгольма третьего рода и их систем эквивалентно соответственно решению интегральных уравнений и систем интегральных уравнений Фредгольма второго рода с некоторыми дополнительными условиями. Для решения интегральных уравнений Фредгольма третьего рода и их систем доказаны теоремы единственности и существования. Построены регуляризирующие операторы по М.М.Лаврентьеву.
Многие практические задачи сводятся к задачам оптимального управления. Результаты работы дают возможность исследовать задачи оптимального управления, сводящиеся к интегральным уравнениям Фредгольма третьего рода.

SUMMARY
Asanov Ruhidin Avytovich’s dissertation “Specificity of solutions of Fredholm integral equations of the third kind in the unbounded domains” is submitted for scientific degree of candidate of physical-mathematical sciences in specialty 01.01.02 – differential equations, dynamical systems and optimal control.

Keywords: Fredholm integral equation, system of Fredholm integral equations, third kind, half axle, linear, nonlinear, uniqueness, existence, regularization and ill-posed problem.
The object of research of the thesis is to study Fredholm integral equations of the third kind and their systems. 
The purpose of work is to study the issues of uniqueness, existence and regularization of solutions of Fredholm integral equations of the third kind and their systems.
The method of regularization by M.M.Lavrentiev and a new method are applied. On the basis of this method it is proved that the solution of the integral equations and systems of Fredholm integral equations of the third kind is respectively equivalent to the solution of Fredholm integral equations of the second kind and systems of Fredholm integral equations of the second  kind  with some certain additional conditions. For solution of integral equations and systems of Fredholm integral equations of the third kind the uniqueness theorem and existence theorem are proved. For solution of the system of linear equations of the third kind M.M.Lavrentiev’s regularization operator is constructed. 
Many practical problems are reduced to optimal control problems. Results of the work provide an opportunity to research the optimal control problems, which can be reduced to Fredholm integral equations of the third kind.
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